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Resumo

O presente documento de introdugéo ao calculo matri-
cial, foi elaborado para servir de apoio ao médulo de Ma-
tematica Geral do Centro de Formacao Profissional da In-
dustria Metaltirgica e Metalomecanica (CENFIM). O pro-
posito deste texto é expor de uma forma clara e obje-
tiva, sem perder o rigor cientifico, o conceito de matriz,
suas principais propriedades algébricas e aplicacdes na
resolucdo de sistemas de equacdes lineares, usando tanto
quanto possivel exemplos concretos sob a forma de exer-
cicios.

1 Introducao

O conceito de matriz, pela sua eficiéncia, poder e utili-
dade da origem a uma das mais importantes ferramen-
tas da matematica. A dlgebra matricial possui inimeras
aplica¢des nas mais variadas 4reas, que vao desde a reso-
lucdo de sistemas de equagoes lineares a aplicagoes nos
mais variados dominios da fisica, passando pelo campo
das ciéncias de gestdo e investigacdo operacional.

Matrizes sdo objetos matemdticos que contém ntime-
ros dispostos em quadros bidimensionais organizados
em linhas e colunas. Estas tém variadas designacdes rela-
tivas a sua forma, constituicdo e propriedades algébricas.
A algebra das matrizes tem um papel fundamental na re-
solucdo de problemas, quer em varios outros dominios da
matemadtica, em inimeros problemas da fisica, em varia-
das aplicacbes computacionais e até em situacdes quoti-
dianas, justificando-se desta forma o seu estudo de um
ponto de vista geral.

2 Generalidades

2.1 Definicao de Matriz

Designa-se por Matriz m x n de nimeros reais ou apenas
Matriz real todo o quadro com m linhas e n colunas, com
m x n elementos que podem ser ndmeros ou expressoes
numéricas a todo o quadro do tipo representado em Eq.[1}

Neste quadro podemos distinguir filas horizontais que
designamos por Linhas, e filas verticais que designamos
por Colunas. Os indices, que afetam os elementos
referem a posicao deles dentro da matriz: o primeiro

indice (genericamente representado por i), indica a
linha a que pertence o elemento e o segundo indice
(genericamente representado por j), indica a que coluna
pertence o elemento em questao. Aos Elementos de uma
matriz também se pode chamar Entradas da matriz ou
Componentes da matriz.

an a2 a3 ain
azy dz2  azs a2n
A= [dij] =|an1 as ass asn )
am1 Aam2 Aam3 Amn
emaque a;j (i=1,2,---,m; j=1,2,---,n) s@o nameros re-

ais. Se os elementos a;; da matriz ao invés de estarem res-
tringidos aos nimeros reais, poderem ser niimeros com-
plexos entdo a matriz designa-se por Matriz de nimeros
complexos.

E importante caraterizar estas estruturas e como tal,
conhecer o niimero de linhas e o niimero de colunas
duma matriz. Assim, diz-se que a matriz tem Dimensao
m x n se tem m linhas e n colunas. Se m # n esta-se pe-
rante uma Matriz Retangular, se m = n trata-se de uma
Matriz Quadrada. Neste tltimo caso, em vez de se dizer
que a matriz tem dimensao m x n, diz-se que a matriz é
de Ordem 7.

< Exemplo 1.
Considere-se a matrizreal A :
-1 0 -2 3
1
A= 0 5 3 -10
2 8 0 0
-7 0 3 =2

Trata-se de uma matriz constituida por quatro linhas e
quatro colunas, portanto tem de dimensao 4 x 4, sendo

uma matriz quadrada de ordem 4, em que aj» =0; ays =

3 ap=-10; ap=8 au=-3.
[ o o o 1)

<> Exemplo 2.
Considere-se a matrizreal B :

-8 -t

6

i —-15

B=1|t+3 t
71 2t+1
0 Vi
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Trata-se de uma matriz constituida por cinco linhas e
duas colunas, portanto é uma matriz retangular de di-

mensao 5x 2, em que bip = —f; by = 5 by = 1
b31=t+3; bs =0.
[o°) o o o 1)
2 Exercicioll.
Considere-se a matriz real M :
-1 -10 -x x+y 6 0
M= 7 1 4 - x -2
5 y 2

(a) Quantas linhas tem a matriz M ?

(b) Quantas colunas tem a matriz M ?

(c) Qual é a dimensio da matriz M ?

(d) Indique os valores das entradas: m;»,
nmp3 € Mps.

mayo, mig,

2.2 Nomenclatura das Matrizes

Como ja foi referido na seccdo anterior, uma matriz
designa-se Matriz de Niimeros Reais ou simplesmente
Matriz real se os seus elementos sdo nimeros reais, por
outro lado se os seus elementos poderem ser nimeros
complexos a matriz designa-se Matriz de Niimeros Com-
plexos ou apenas Matriz Complexa.

<> Exemplo 3.
Considerem-se as matrizes A e B:
-1 0 2 - 1 -=-3+2i 1
A=]10 5 1 B=]|0 2i i -3i
2 8 0 5 i V2i 0

e A éuma Matriz Real
* B éuma Matriz Complexa

o o o e 1)

Quanto a forma da matriz, se esta tem apenas uma li-
nha designa-se Matriz Linha ou apenas Vetor linha, se
tem apenas uma coluna trata-se duma Matriz Coluna ou
simplesmente Vetor Coluna, portanto as Matrizes Linha
e Matrizes Coluna sdo Matrizes Vetor. Se uma matriz tem
o0 mesmo numero de linhas e de colunas é designada de
Matriz Quadrada, por outro lado, se o nimero de linhas e
o numero de colunas sao diferentes, diz-se Matriz Retan-
gular.

e H é uma Matriz Linha ou Vetor Linha

e E, F sdo Matrizes Coluna ou Vetor Coluna
e E,F, H sao Matrizes Vetores

¢ D, G sdo Matrizes Quadradas

e C,E, F H sao Matrizes Retangulares

¢ Todas sdao Matrizes Reais

) « o e 1)

Numa matriz quadrada, a diagonal constituida pelos
elementos a1, az, ass,...,an, dd-se o nome de Diago-
nal Principal, estes elementos designam-se por Elemen-
tos Principais, esta diagonal estd assinalada com circulos
na matriz A do exemplo seguinte. A diagonal constituida
pelos elementos ay,, dz,,-1,-..,a,1 da-se o nome de Di-
agonal Secundadria, esta estd assinalada com retangulos
na matriz B no exemplo seguinte.

<> Exemplo 5.
Considerem-se as matrizes A e B:

1) 3 -1 -1 24
A=|4a (6) 1 0 -1
0@ 0 V5
¢ Os elementos a;;, apy e aszz constituem a Diagonal
Principal da matriz A, estes estdo assinalados com
circulos.
¢ Os elementos b3, by, e b3 constituem a Diagonal
Secunddria da matriz B, estes estdo assinalados por
retangulos.

s}
Il

Quando uma matriz é constituida por elementos que
sdo todos nulos, esta serd uma Matriz Nula. Se todos os
elementos abaixo da diagonal principal sdao nulos a ma-
triz designa-se Matriz Triangular Superior, se pelo con-
trario, todos os elementos acima da diagonal principal
sdo nulos, esta serd uma Matriz Triangular Inferior. Se
sdo nulos todos os elementos fora da diagonal principal,
trata-se de uma Matriz Diagonal, portanto, uma matriz
diagonal é simultaneamente uma matriz triangular su-
perior e triangular inferior. Por outro lado, uma matriz
diagonal que tem todos elementos da diagonal principal
iguais designa-se Matriz Escalar .

< Exemplo 6.
Considerem-se as matrizes BQ,R,S,T,U,V,W e X:

<> Exemplo 4. 0 0 -2 1 0 2
Sejam as matrizes C,D,E,F,G e H: p= 0 0 Q= V2 0 R= 0 2 -5 3
0 0 0 1 0 0 4 5
0 0 -3 1 0 o _12 0 0 0 0 0 -8
c=02 1 -3 D:[—s) 1] E=15 2 00 I 00 1 V2 o
4 -1 -2 0 3
0 S={0 2 0 T=|-4 0 0 U=10 5 1
0 0 2 V2 1 2 0 0 2
X vz o 0 0 0
F=ly| 6= ° 1 Y H=[L -v2 0] V:[_4 O] wW=|-4 1 0 X—[Z 2]
z -5 I 0 0 -4 4 2 0 0 5
Vitor Caetano 2
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e P é uma Matriz Nula

Q,R,S,U,V, X sao Matrizes Triangulares Superiores
e S, T,V,W sdo Matrizes Triangulares Inferiores

* Q,S,V sdao Matrizes Diagonal

e S,V sdo Matrizes Escalares

¢ Todas exceto a P sao Matrizes Quadradas

¢ Todas sdao Matrizes Reais

S Exerciciol 2.
Considerem-se as seguintes matrizes A, B,C,D,E e F:

11 1 0 0 0
A=]0 2 B:[?\?z]czszo
00 1 2 -5 2
1 0 0 0
D[OO]E(I)ggFO_ZOO

= = = ﬂ
00 0 0 1 0 0 Y2 o
0 0 0 8

(a) Quais as matrizes que sao quadradas ?

(b) Quais as matrizes que sao diagonais?

(c) Quais as matrizes que sao triangulares superiores?
(d) Quais as matrizes que sao triangulares inferiores?
(e) Quais as matrizes que sao escalares?

(f) Quais as matrizes que sdo nulas?

Uma matriz quadrada cujos elementos estdo dispostos
simetricamente relativamente a diagonal principal da
matriz designa-se por Matriz Simétrica. Se os elementos
da diagonal principal duma matriz sdo todos iguais a
unidade e os restantes elementos da matriz sdo todos
nulos, trata-se duma Matriz Identidade, como tal, uma

matriz identidade é um caso particular duma matriz
escalar e também duma matriz diagonal.

<> Exemplo 7.
sejam as matrizes I, J,K,L,M e N:
0 1 3 -8]
1 0 0
5 2 1 0 -5 -4
1_3(1)(1) ]‘[2 5] K=13 5 1 s
-8 4 -6 3]
1 0 0 O
1 0 0
L= 1 0 M= 0 1 0 N= 01 0 O
0 1 1_\/5 0 1 0 0 1 O
0 0 0 1

e I,],K, L, N sdao Matriz Simétricas

e [ é uma Matrizes Identidade de segunda ordem
e ] é uma Matrizes Identidade de terceira ordem
e N é uma Matrizes Identidade de quarta ordem
I, L, N sao Matrizes Triangulares Superiores

e I,L,M, N sdo Matrizes Triangulares Inferiores
e ], L, N sao Matrizes Escalares

¢ Todas estas Matrizes sio Quadradas

¢ Todas estas Matrizes sao Reais

& Exerciciol3.
Considerem-se as matrizes reais ,Q,R,S, T, U,V,W e X :
30 00
0 1 0 3 00
P_[OIO]Q[IO]R003()
0 0 0 3
L o Vi 1 0 1 00
s:[OI]T=00§U=010
0 0 -3 001
0
-100 2 -3 7 0 0
0
V=1, w=| 2 0 V5[ X=]0 1 0
. -3 V5 -1 0 0 7

(@) Quais as matrizes que sao simétricas?
(b) Como se designa a matriz P?
(c) Como se designa a matriz 7?2
(d) Como se designa a matriz U?
(e) Como se designa a matriz X?
(f) Como se designa a matriz V2
(g) Quais as matrizes que sdo triangulares superiores?
(h) Quais as matrizes que sao triangulares inferiores?
(i) Qual é a dimensao da matriz V?
(j).: Quais as matrizes que sdo nulas?
(k) Indique os valores das entradas: f2,
21, V41, W32, X33,
() Escreva uma matriz H, quadrada de terceira ordem,
simétricaeem que hjp =—-2, hyp =0 e h3 = V3.

133, P13,

Uzs € $22.

D Exerci

iol4.

(a) Construa uma matriz Myxg4, tal que as suas entradas
se obtenham com o elemento genérico,

m;;j=0 < i<j
m;j = mij=1 < I=j
mij=—2 < i>j

(b) Construauma matriz Nyx5, em que 0s seus elementos
sdo calculados pela expressao,

nij=(=1"i+j|

Vitor Caetano
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> Exerciciol5.
Considere a matriz real W:

a b c
W=|d e f| abcdef,ghi€eR
g h i

(@) Suponhaque,a=b=e=f=2 e c=1i=—4. Nesse
caso indique valores possiveis para d, g e h de forma
a que a matriz W seja simétrica.
Ainda na situac¢do da alinea anterior, indique valores
possiveis para d,g e h de forma a que a matriz W
seja triangular superior.
Suponhaque,a=-3, b=c=e=f=0 e i =1. Nesse
caso indique valores possiveis para d, g e h de forma
a que a matriz W seja simétrica.
Suponhaque,a=-3, b=c=e=f=0 e i=1. Nesse
caso indique valores possiveis para d, g e hde forma
a que a matriz W seja triangular inferior.
Ainda na situacao da alinea anterior, indique valores
possiveis para d,g e h de forma a que a matriz W
seja diagonal.
(f) Suponha agoraque,a=e=1e b=c=d=g=0.
Nesta situagdo indique valores possiveis para f,h e
i de forma a que a matriz W seja triangular inferior,
ndo sendo uma matriz diagonal.
Suponha agoraque, a=e=1e b=c=d=g=0.
Nesta situagdo indique valores possiveis para f,h e
i de forma a que a matriz W seja triangular superior,
ndo sendo uma matriz diagonal.
Suponha agoraque,a=e=1e b=c=d=g=0.
Nesta situacao indique valores possiveis para f,h e i
de forma a que a matriz W seja diagonal, ndo sendo
uma matriz escalar.
(i) Ainda na situagdo da alinea anterior, indique valores
possiveis para f,h e i deformaaque amatriz W seja
uma matriz identidade.

(b)
(©
(d)

(e)

(g

(h)

3 Algebra de Matrizes

Ap6s se ter visto na sec¢do anterior alguns dos tipos de
matrizes que existem, nesta vamos tratar da dlgebra de
matrizes, ou seja, veremos algumas operacoes que se po-
dem realizar com elas. As operagdes que veremos sao:
adicao de matrizes, multiplicacdo de uma matriz por um
escalar (ntimero real) e multiplicacdo entre matrizes.

3.1 Adicao de Matrizes

A adicdo ou soma de duas matrizes A e B cujas entra-
das genéricas sdo a;; € b;;, respetivamente, € uma ma-
triz C de entradas genéricas c;j, tal que c;j = a;j + bjj.
No fundo, perante esta definicdo de adi¢ao de matrizes,
somame-se os elementos que estdo na mesma posicdo em

cada uma das matrizes, ou seja, somam-se os elemen-
tos homélogos. Nestas condicdes fica claro que apenas
se podem adicionar matrizes com a mesma dimensao e
a matriz resultante da soma serd também ela uma matriz
com a mesma dimensdo das matrizes que foram soma-
das. De outra forma haveria elementos de uma e/ou de
outra matriz que nao teriam os correspondentes elemen-
tos homélogos para se adicionar. Pode-se esquematizar
de uma forma genérica a adi¢cdo de matrizes da seguinte
forma:

[an  an ain |
azy  dz a2n
A=laij] =1 .
| Am1  Am2 Amn |
[ b1y bi2 bin |
b1 b2 bz,
B=[bij]=| . :
_bml bm2 bmnd
C=[cij] =[aij+bij] )
a1 +bin aiz+biz ain+Dbin
ax +by1  ax+bp axn +bap
C=leij] =
am1 +bm1 Ama+ b Amn + bmn
< Exemplo 8.

Considerem-se as matrizes A e B, pretende-se calcular a
matriz C, talque C= A+ B:

-4 0 5 [5 2 1
1 -1 0 0 1 -3
A= 0 -3 2 B= -1 2 7
8 11 -2 -5 9 10
—4+5 0+2 5+1 ] 1 2 6
C= 1+0 -1+1 0-3 | |1 0 -3
“]10-1 -342 247 | |-1 -1 9
8-5 1149 -2+10] 3 20 8

« E importante salientar que apenas se pode efetuar a
soma das matrizes A e B, porque estas tinham igual
dimensio (4 x 3)

¢ Observe-se que a matriz resultante C, tem a mesma
dimensao que as matrizes adicionadas A e B

[ « o e 1)

<> Exemplo 9.
Soma de duas matrizes de dimensao (3 x 3).

5 4 1 1 2 -3 6 6 -2

2 -2 6|+|2 5 -11=]14 3 5

4 7 -1 -5 4 2 -1 11 1
o « o %)

Vitor Caetano
CET Tecnologia Mecéanica



CENFIM

Matematica Geral

<> Exemplo 10.
Soma de uma matriz A3 com uma matriz nula 0,3:
Seja a matriz A:

Entdo a soma da matriz A com uma matriz nula de igual
dimensao sera:

A+0o43 = [

2 -2 6 0 0 O

12—4+000_12
12 -2 6

s

Uma vez definida a adicdo de matrizes da mesma di-
mensao, pode-se concluir que esta goza das mesmas pro-
priedades da adicdo de nlimeros reais:

i A adicdo de matrizes é associativa, isto é:

A+(B+C)=(A+B)+C

ii Aadicdo de matrizes é comutativa, isto é: A+B =B+ A

iii Existe uma matriz nula 0,,x,, que é o elemento neutro
para a adicdo de matrizes de dimensdo (m x n), isto é:
Amxn+O0mxn = Amxn

iv Existéncia de elemento simétrico, ou seja, para cada
matriz A, existe uma matriz — A, tal que: A+ (-A) =0.
A matriz — A pode ser obtida multiplicando o ntimero
real (—1) pela matriz A, operacao que serd definida na
préxima seccao.

S Exerciciol6.
Considerem-se as matrizes reais B,Q,R,S, T,U,V,W e X :

315 8
2 1 -4

2 1 0 4 40

:—1—2 = =
PIO_IZQ[l\/E]Rsslo
9 6 0 9
s 0 1 5 4 1 -1
S=|_, 1| T=l0 6 5| uU=|-11 -1
0o -1 -3 -5 1 5
0 5 -1 -3 000 -2
70 2 0 310 -1
V=10 o] "=|3 -1 ¥ lo 1 6 -9
5 1 0 4 2 2 2 -2

Efetue, se for possivel, as seguintes somas de matrizes:

(a)
(b)
(9]

S+Q
P+U
V+W
d S+V
(e T+U
) R+X
(g T+P+U
(h) P+03x3

3.2 Multiplicacao de uma Matriz por um Es-
calar

Neste estudo consideraremos que o escalar é sempre um
numero real, de qualquer forma fica a nota de que todo
o desenvolvimento é semelhante se o escalar for um nu-
mero complexo.

O resultado da multiplicacdo de uma matriz A, de en-
tadas genéricas a;j, por um numero real A, € uma ma-
triz com a dimensdo da matriz A de elemento genérico
Aa;j, ouseja, para se multiplicar um ntimero real por uma
matriz, multiplica-se cada entrada da matriz por esse nu-
mero real, ficando a matriz resultante com a mesma di-
mensdo da matriz inicial.

Aan Aais Aayy
Aas Aa Aagy
/1A=/1[aij]= 3)
Aam Aamp Aamn
<> Exemplo 11.

Seja a matriz A, pretende-se calcular a matriz resultante
da multiplica¢do da matriz A pelo namero real 2:

-1 0 2 2 -3
A=|-2 -1 0 1 -6
-3 -1 2 0 -4
-1 0 2 2 -3
2A = 2|-2 -1 0 1 -6
-3 -1 2 0 -4
2x(-1) 2x0 2x2 2x2 2x(=3)
= 2x(=2) 2x(-1) 2x0 2x1 2x(-6)
2x(=3) 2x(-1) 2x2 2x0 2x(-4)
-2 0 4 4 -6
= |-4 -2 0 2 -3
-6 -2 4 0 -8
(o) e o o o]
< Exemplo 12.
Multiplicacdo de um ntimero real por uma matriz:
2 0 0 —4x2 —-4x0 —-4x0
—-41-1 -4 6 = —4x(-1) —-4x(-4) -4x6
-3 1 2 —4 x (-3) —4x1 —4x2
-8 0 0
= 4 16 -24
12 -4 -8
[ o« o o 1)

A multiplicacdo de um ntmero real por uma matriz
obedece as seguintes propriedades:

i Amultiplicacdo de nimeros reais € distributiva em re-
lacdo a adicao de matrizes, isto é:
AMA+B)=AA+AB

Vitor Caetano
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ii A multiplicacdo de matrizes por ntimeros reais € dis-
tributiva relativamente a adicao de niimeros reais, isto
& A+wWA=1A+uA

iii Associatividade entre a multiplicacao de ntimeros re-
ais e multiplicacdo de numeros reais por matrizes:
MpA) = (Apw A

iv O nimero real 1, é elemento neutro quanto a multi-
plicacao de niimeros reais por matrizes, isto é: 1A= A

Todas estas propriedades se podem provar facilmente
recorrendo a definicdo de adi¢do de matrizes e suas pro-
priedades, e também as propriedades da multiplicacdo e
adi¢do de ntimeros reais.

Chama-se Matriz Simétrica de A, a matriz (—A),
isto é, a matriz obtida multiplicando o escalar (—1) por
todos os elementos da matriz A. Pode dizer-se que a
matriz simétrica da matriz A, é uma matriz que tem
os elementos homoélogos simétricos aos da matriz A.
Chama-se a atencdo para ndo se confundir este conceito
de simetria, relativamente aos elementos da matriz, com
o conceito de simetria relativamente a diagonal principal
definido na seccao anterior.

<> Exemplo 13.
Seja a matriz A:
5 0 -2
A=]-1 6 -7
-3 2 12

Determinar a matriz simétrica (—A).

5 0 -2
-A = (-1)|-1 6 -7
-3 2 12
(1) x5 (Dx0 (1) x(=2)
= [=Dx(1) (Dx6 (1x(=7)
-Dx(-3) (-)x2 (-1)x12
-5 0 2
= 1 -6 7
3 -2 -12
oo o o o )

Neste ponto estamos em condi¢des de definir a opera-
¢ao de subtracdo de matrizes. Esta pode ser definida re-
correndo a multiplicacdo de niimeros reais por matrizes
e a adicdo de matrizes da seguinte forma:

A-B=A+(-B)

Ou seja, para subtrair matrizes, basta adicionar a pri-
meira com a simétrica da segunda matriz. Como é
facilmente compreensivel, s6 se podem subtrair matrizes
de igual dimensdo e a matriz resultante terd dimensao

igual a dimensao das duas matrizes que foram subtraidas.

< Exemplo 14.
Sejam as matrizes P e Q:
2 -1 3 -2 0 4
P=|-5 0 O Q=(-5 1 1
-1 2 0 2 5 -8
Determinar P — Q.
[2 -1 3 -2 0 4
P-Q = |-5 0 O|-|-5 1 1
-1 2 0 2 5 -8
[2 -1 3 -2 0 4
= |-5 0 O0|+(-D|-5 1 1
-1 2 0 2 5 -8
[2 -1 3 2 0 -4
= |-5 0 O0|+|]5 -1 -1
-1 2 0 -2 -5 8
4 -1 -1
= 0 -1 1
-3 -3 8
%) o o o 1)

Também é possivel definir a divisdo de uma matriz por
um numero real. Esta operacdo pode ser definida recor-
rendo a multiplicacdo de um ntimero real por uma ma-
triz e a existéncia de inverso de um ntimero real. Ou seja,
para dividir uma matriz por um nimero real, basta mul-
tiplicar a matriz pelo inverso do ntimero real pelo qual se
pretende dividir a matriz. Como todos os nimeros reais
exceto zero tém inverso esta operacao fica definida para
todos os nimeros reais exceto zero.

Vitor Caetano
CET Tecnologia Mecéanica
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<> Exemplo 15.
Seja a matriz P:
2 -1
=% 5]
Determinar —
P 172 -1]_[5
—_ = —_ = — _ = “a 6
2 21-4 O - 3
1
- |1 2
-2 0
%) o o o 1)
< Exemplo 16.
Sejam as matrizes A,B e C:
0o -1 2 -2 2 6 1 -2 0
A=1|5 0 0| B=|-1 0 1| C=(2 0
2 -2 4 -2 2 9 1 2 1
6
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Determinar A+3B—2C.

0 -1 2] -2 2 6 1 -2 0
= 5 0 O0(+3|-1 0 1|-212 0 2
2 =2 4] -2 2 9 1 2 1
0 -1 2] -2 2 6 1 -2 0
= 5 0 O0[+3]-1 0 1|H-1)x2/2 0 2
2 -2 4] -2 2 9 1 2 1
0 -1 2] -2 2 6 1 -2 0
= 5 0 O0|+3|-1 0 1|+(2|2 0 2
2 =2 4] -2 2 9 1 2 1
0 -1 2] -6 6 18 -2 4 0
= 5 0 0(+|-3 0 3|+|-4 0 -4
2 -2 4] -6 6 27 -2 -4 =2
-8 9 20
= |-2 0 -1
-6 0 29
®o »
S Exerciciol7.

Considerem-se as matrizes reais BQ,R, X, Y e Z:

N I N S

0 1 4 ;0 4 -1 0 -1
X=|-1 0 y=|11 3|z=|-1 3 -1
0 -4 1 00 -3 3 -3 3

Efetue, se for possivel, as seguintes operacgoes:

(@ P+Q+R
(b) P-Q
(c) P+4Q-R
d P-Z
(e) X+Y

® xX-Z

(g X-Y
th) X+Y+Z
(i) Z—-4Y
() 4Y-X+2Z
& Y+1iz

3.3 Multiplicacao de Matrizes

Considere-se uma matriz Agnxp) de dimensdao m x p e
uma matriz B(px,) de dimensdo p x n. Assim, serd

A=la;;l (i=12,....m; j=12,...,p)

B=[bp] (h=12,...,p; k=1,2,...,n)

em que o numero de colunas de Ay« p) € igual ao ntimero
de linhas de B(,xn). Apenas neste caso € possivel efetuar-
se o produto da matriz A pela matriz B, e o resultado sera

amatriz Cimxn) = Apmxp)Bpxn), de dimensdo m x n, com
elemento genérico c;; dado por,

p
Cik = )_ Qisbsk 4)

s=1

Desta definicao resulta que a multiplicacao de duas
matrizes se obtém multiplicando linhas da primeira
matriz por colunas da segunda. Assim, para se obter
a entrada c;; da matriz resultante (matriz produto),
multiplica-se a linha i da primeira matriz, pela co-
luna k da segunda (matrizes fator), do seguinte modo:
multiplica-se o primeiro elemento da linha i da matriz
A pelo primeiro elemento da coluna k da matriz B, o
segundo elemento da linha i da matriz A pelo segundo
elemento da coluna k da matriz B, assim sucessivamente
até ao fim da linha i da matriz A e da coluna k da matriz
B, somando-se no fim todos os produtos parciais obtidos.
Portanto, uma linha do primeiro fator deveréa ter tantos
elementos como uma coluna do segundo fator.

Como na multiplicacdo matricial se multiplicam li-
nhas da primeira matriz por colunas da segunda, a
matriz resultante terd dimensdo m x n, isto €, terd tantas
linhas como o primeiro fator e tantas colunas como o
segundo fator.

Resumindo, resulta do exposto atrds sobre o produto
matricial os seguintes pontos:

¢ Apenas se podem multiplicar matrizes se o niimero
de colunas da primeira é igual ao ntimero de linhas
da segunda

¢ O produto matricial obtém-se multiplicando as li-
nhas da primeira matriz pelas colunas da segunda

¢ A matriz produto terd tantas linhas como a pri-
meira matriz fator e tantas colunas como a se-
gunda

<> Exemplo 17.
Pretende-se multiplicar uma matriz A de dimensdo 4 x 3,
por uma matriz B de dimensao 3 x 2. Sejam as matrizes:

55 0

A= B=|-5 1
2 -2 -1 5 s
0 -3 4

Determinar o produto C = AB.

(@3] (@)= (@~

Observe-se que apenas é possivel multiplicar a matriz A
pela matriz B, porque a matriz A tem trés linha e a matriz
B igual nimero de colunas. A matriz C, matriz produto,
terd dimensdo 4 x 2, ou seja, tantas linhas como A e tantas
colunas como B.

Vitor Caetano
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As entradas da matriz C serao calculadas de acordo com
a expressao Eq. [4} da seguinte forma:

3
cin = ) aishg = anbu + aizbo + arsbsy
s=1
= 2x0+(-1)x(=5)+5x(-2)
- -5
3
2 = ) aisho=anbiz+aizhy +aizbs;

s=1
= 2x4+(-1)x1+5x5
= 32

3

c1 = ) Gxshg = ap by + azxboy + azsbs
s=1
= -2x0+5x%x(=5)+0x(-2)
= -25

3
Cp = ) Gxshg = anbiz+ axpba + axbs;
s=1

= —2x4+5x1+0x5

= -3
3
c31 = ) asshs = asiby +asba + assbs
s=1
= 2x0+(=2)x (=5 + (=1 x (-2
= 12
3
c2 = Y asshyo = agibip+asby + aszbsy

s=1
= 2x4+(-2)x1+(-1)x5
= 1
3
car = Y asshg = anbiy + aspboy + aszbs
s=1
= 0x0+(=3)x(=5)+4x(-2)
= 7
3

cir = ) aushgo = anbiz+ asnbo + assbs;
s=1

= 0x4+(-3)x1+4x5
= 17
Por fim pode-se escrever a matriz produto C, colocando

os elementos cj; previamente calculados nas posicoes
correspondentes.

2 -1 5 -5 32
0 4
-2 5 0 -25 -3
C=A4B=1, _, :g ;]‘Ilz 1
0 -3 4 7 17
o . (O]
<> Exemplo 18.

Sejam as matrizes D e E, se possivel, pretende-se calcular
amatriz produto F = DE.

1 2
D=(2 3
1 1

o = O
Iy
1l
= O N
N N O
—_— 0

1x2+2x0+0x4
F=|2x2+3x0+4x4
1x24+1x0+8x4

1x54+2x24+0x7
2x5+3%x2+4x7
1x54+1x24+8x7

Ix1+2x3+0x1
2x1+3x3+4x1
I1x1+1x3+8x1

A matriz Fzx«3) sera,

2 9 7

F=DE= |20 44 15
34 63 12

Y « o e 1)

Desde que as dimensdes das matrizes sejam tais que as
operacoes indicadas facam sentido, o produto matricial
obedece as seguintes propriedades:

i A multiplicagdo matricial em geral ndo é comutativa,
isto é, AB # BA. Basta reparar que em muitas situa-
¢oes é possivel calcular AB, mas é impossivel calcu-
lar BA, devido as dimensdes das matrizes ndo serem
apropriadas. Mesmo quando € possivel calcular estes
dois produtos, em geral sdo diferentes.

ii A multiplicacdo de matrizes é associativa, isto é:
(AB)C = A(BC).

iii A multiplicacdo de matrizes e multiplicagdo de ma-
trizes por escalares é associativa, ou seja, A(AB) =
(AA)B = A(AB).

iv O produto de matrizes é distributivo em relagdo a
soma, isto é; A(B+C) = AB+ACe (B+C)A=BA+CA.

v Existéncia elemento neutro. O produto de qualquer
matriz A pela matriz identidade I,, de dimenséao apro-
priada, tem como resultado a matriz A, ou seja, Al =
IA=A.

Ap6s ter-se definido a multiplicacao de matrizes, esta-
se em condicdes de definir a operacao de poténcia de or-
dem k duma matriz quadrada Ag;xp).

A= Ax Ax...xA
—_—

k fatores

Repare-se que AX s6 é possivel se A for uma matriz qua-
drada. Além disso, por definicio A® = I,, em que n é a
ordem da matriz A.

< Exemplo 19.

Determinar o cubo de uma matriz quadrada de terceira
ordem.

Sejam a matriz A:

-1 0 2
A=1|-2 3 5
4 -1 -1

Vitor Caetano
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Pretende-se determinar A3.

(c) Determinar o produto da matriz E pela matriz iden-

] 3 tidade I:
-1 0 2 1 0 1 1 0 O
A = [-2 3 5 E1=—121H010
4 -1 -1 3 -1]lo o0 1
-1 0 21[-1 O 21[-1 O 2 1 0 1
= -2 3 51[-2 3 51/-2 3 5 = -1 2 1|=E
14 -1 -1j14 -1 -1]14 -1 -1 0 3 -1
9 =2 —AfI-L 0 2 (d) Calcular a multiplicacio da matriz E pelo vetor
= |16 4 67=2 3 5 coluna G:
-6 -2 4[4 -1 -1 1 0 1][-1] [2
[-21 -2 12 EG = |[-1 2 1”0 =4
= 0 6 46 0 3 -1/]3 -3
26 -10 -26 (e) Determinar a matriz que resulta do produto da
oo ... o matriz E pelo vetor coluna H:
1 0 1 t] t+2t
EH = -1 2 1 —t| =|—-t-2t+2t
%, Exerciciol8. 0 3 -1]|2r] -3t-2t
Considerem-se as matrizes reais BQ, e R : 3t
= |-t
2 1 -1 s o —5¢
1 -1 1 4 4 0
pP= [2 1 ] Q=]1 -1 0|R= -1 0 1 2 (f) Pretende-se calcular o produto da matriz E pela
2 -2 1 0 1 1 -3 matriz coluna J de incégnitas x, y e z:
1 0 1 X
Calcule as seguintes poténcias de matrizes: EJ] = |-1 2 1||y
1 0 3 -1] |z
(g) P3 Ixx+0xy+1xz xX+z
((c; 122 = “Ixx+2xy+1lxz|=|-x+2y+z
Oxx+3xy—-1xz 3y—z
Observe-se que a matriz resultante é um vetor co-
luna, ou seja, uma matriz de dimensao (3 x 1).
<> Exemplo 20.
Sejam as matrizes A, B,C, D, E, ;G e H: (g) Determinar o resultado da multiplicacdo do vetor
Azll 2132[% 0 ] o 1 5 ZID:[II linhaerlovetorcoluna_(f:
13 V2 V2 0 -1 A KG = [4 -1 2]|o0
1 0 1 1 0 -1 t 3
E=|-1 2 1lr=12 3lg=|olg=]|=¢ = 4x(-1)+(-1)x0+2x3=2
0 3 -1 -1 2 3 2y Observe-se que o resultado deste produto é um esca-
lar, ou uma matriz de dimensao (1 x 1) no conceito
100 X generalizado de matriz.
I=]|0 1 0|J=|y|lK=[4 -1 2]
0 0 1 z (h) Determinar o produto do vetor coluna G pelo vetor

Pretende-se calcular os resultados das seguintes opera-
coes:

(a) Determinar a matriz resultante do produto da matriz
A pela matriz B:

AB - [1 2”% 0]: 1+2v2  —2v2
-1 3|[v2 —v2| [-1+3v2 -3v2
- —1+26\/§ -3v2
(b) Determinar a matriz resultante do produto AD:
1 2|(1 1+24 .
AD = [—1 3] [A]z ~1+31 2

linha K, ou seja, o contrdrio da alinea anterior,
observe-se que o resultado é totalmente diferente.

[-1
GK = 0][4 -1 2]
| 3
[(-1)x4 (D x(-1) (-1)x2
= 0x4 0x(-1) 0x2
| 3x4 3x(-1) 3x2
[-4 1 -2
= 0 O 0
12 -3 6
Determinar a matriz resultante de (CF + A)D.
(CF+AD = CFD+AD =

Vitor Caetano
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1 5 2
0 -4 1

-9 -10
3 9+19A]

_919]

-9-101
_ 10+21}L]

-10-71

1 0
]23

-1 2

1 1+2A
+

A -1+31

1+2A

-1+31

1

/1+

FIHE

A matriz resultante é um vetor coluna de dimen-

sdo (2x1).

(j) Determinar a matriz resultante de FC — 3E.

FC-3E =
(1 0 1 0 1
=23[(1)_54ﬂs—121=
-1 2 0 3 -1
1 5 2 1 0 1
= 2 =2 7]+E=3)-1 2 1=
-1 -13 0 0 3 -1
1 5 2 -3 0 -3
= 2 -2 7|1+|3 -6 -3|=
-1 -13 0 0 -9 3
-2 5 -1
= 5 -8 4
-1 -22 3
(k) Determinar a matriz resultante de E2 — 2IGK.
E?-2IGK = EE-2GK =
(1 0 1][1 o0 1 -1
=|-1 2 1(f-1 2 1]|-2|0]|4 -1 2=
[0 3 -1][0 3 -1 3
(1 3 0] -1
=[-3 7 o|+(=2[0[[4 -1 2]=
-3 3 4] 3
[1 3 0] 2
=|-3 7 0O[+]|0|[4 -1 2]=
-3 3 4] [-6
(1 3 0] 8 -2 4
=(-3 7 ofl+] 0o o o0 |=
-3 3 4] [-24 6 -12
(9 1 4
={-3 7 o0
|27 9 -8

Observe-se que
por qualquer m
matriz, portanto

)

a matriz identidade I multiplicada
atriz tem como resultado a prépria
IG=G.

Determine uma matriz M, tal que: 3A—-2M =41,

Comecando por resolver a equacdo matricial em

ordem a M.
3A-2M

-2M
2M
M

<
<
<

<

4l
41 -3A

-4 +3A
—2L+3A

Agora pode-se calcular explicitamente a matriz M.

M 2L +3A
B 1 0] 5[1 2
- 2[0 1721 3]
_ [—2 ol.[3 3]
= 3 9
0 -2] |-3 3
-1 3
- 53
2 2
o 2]
[ Exerciciol9.
Considere as matrizes seguintes:
1 -3 3 -1 2 4 1 2
X=15 2|1Y=(4 2 5/Z=]0 3 2
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3
Determine:
(@ X+Y
b) X+Y-Z
(0 2X
(d) 3X+5Y-Z
(e) X(Y+2)
&) Xyz-vz
F= Exercicial 10.
Considere a matriz M:
1 2 3 4
5 6 7 8
M= 9 10 11 12
13 14 15 16

Calcule o seguinte produto de matrizes, e indique suma-
riamente as transformagdes que ocorrem na matriz M:

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

cocoococococoocoocococoR~RRHOoOO OO M

o

1 0 0][1 2 3 4
0o 0 o||5 6 7 8
01 of]|l9 10 11 12
0 0 1)J[13 14 15 16
0 0 1][1 2 3 4
01 0 6 7 8
1 0 0|l]9 10 11 12
0 0 o][13 14 15 16
0 0 0]J[1 2 3 4
1 00 6 7 8
0 2 0|9 10 11 12
0 0 1]J[13 14 15 16
0 0 0][1 2 3 4
0 0 0 6 7 8
01 o|]|l9 10 11 12
0 0 of][13 14 15 16
01 0][1 2 3 4
01 0 6 7 8
0 0 of]|9 10 11 12
0 0 o][13 14 15 16

Vitor Caetano
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()

(8

(h)

B WD = O -=OO

[S2 B ]

9
13

[=Neleleoleol o=l
[=NelelelNoNoloNe]

N

10
14

[=NeleloloNoBole)

N w

—
—

15

—

113

410 1 0 O]
8 1 0 0 O
12110 0 1 O
16] [0 0 O 1]

41
8
12
16
471
8
12
16

(i) Indique produto matriciais em que um dos fatores
seja a matriz M e o resultado desses produtos sejam
as seguintes matrizes:

[ 1 2 3 4 0 0 0 O 4 2 3 1
9 10 11 12| (0 O O O| |8 6 7 5],
5 6 7 8’1 2 3 4’12 10 11 9|’
|13 14 15 16 0 0 0 O 16 14 15 13
[0 0 10 O 1 2 10 4 6 5 7 8
0 0 26 0 |5 6 26 8| |2 1 3 4
0 0 42 0’|9 10 42 12(’|10 9 11 12
[0 0 58 0 13 14 58 16 14 13 15 16
[%. Exerciciol11.
Considerem-se as matrizes reais A,B,C,D,E,F,G,H,],
K,LLM,NeP:
1 -2 2 6 X -1
a=ly Sl Sle=ll =[5
-1 2 3 4 1 2 -1
E=]10 -1 -3 =12 1 =-21G=1[-2
2 -1 2 -1 0 1 4
3 by -2t
H=|0|J=|y| K= 3t L:[l 2 —2]
1 z t
3 1
- -3 1 -3
-1 0 2 20 2 7
M=|_, | 3|N=[1 2[P=[-v2 1 3
-3 1 2v2 0 3

Efetue, se for possivel, as seguintes operagoes:

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
®
(®
(h)
@
()
(9]

AB
BA
AD
AC
EF
EG
EK
EJ

LH
HL
LF

)
(m)
(n)
(0)
(p)
()
()
(s)
(t)
(u)
)

EP
PZ

EPF

AD + BC

B’D-21,AD

MN —3A?

EH-2FG

I FHL

E?-2F

-NMG+3EH

Determine a matriz Z tal que:

MN+3Z=2L+Z7

[ Exercicio|12.

Considere a matriz A.

Determine a matriz B, de forma a que seja verdadeira a
igualdade: B> = A

13.
Considere as matrizes A,B e C:
2 1 -1 2 4 -1
A_[I-} -1 B_[l 0 C_[l 1]

Determine a matriz X, de forma a que seja verdadeira a
igualdade:

X-A B+X

—= +C

2 3

14.

Sabendo que as matrizes V e W tém dimensao (2 x 3), de-
termine V e W de forma a que sejam respeitadas as se-
guintes igualdades:

2 -1 3 3 0 1
2V+ W = 4 5 7] V—W_[2 _3 4]
[% Exerciciol 15.
Considere as matrizes A,B e C:
1 1 1 5 1 0 0 0 O
A= [2 1 3 B [0 2 4 C= [1 3 4

(a)

Determine a matriz Y de dimenséo (2 x 3) tal que,

%(Y+A):3[Y+(A—Y)]+C

Vitor Caetano
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(b) Determine as matrizes X e Z ambas de dimensao
(2 x 3) tais que,

2X-Z
X+Z

Il
SVRNSS
|

[ Exerciciol 16.

Considere uma dada empresa que fabrica trés produtos
A, B e C. Os custos em euros por unidade produzida ine-
rentes a esses produtos estdo divididos em trés catego-
rias: Matérias Primas, Mao de Obra e Outras Despesas,
segundo os valores da Tabela:

Custo por Unidade Produzida (€) \
Produto

Despesa em: A B C
Matérias Primas | 0.10 | 0.25 | 0.30

Mao-de-Obra 0.15 | 0.20 | 0.25
Outras Despesas | 0.05 | 0.20 | 0.40

Tabela 1: Custo Unitdrio

Considere ainda que a procura destes trés produtos va-
ria muito ao longo do ano. E que a quantidade produzida
de cada produto por estacdo do ano é dada pela Tabela:

’ Quantidade Produzida por Estacdo do Ano ‘

Estacdo
Produto | Inverno | Primavera | Verao | Outono
A 250 250 250 250
B 100 50 50 500
C 50 400 300 50

Tabela 2: Quantidades Produzidas

Essa empresa gostaria de apresentar aos seus acionis-
tas uma Unica tabela com o custo total por estacdo das
trés categorias de custos consideradas: Matérias Primas,
Mao-de-Obra e Outras Despesas. Como se pode obter tal
resultado aplicando o cdlculo matricial.

4 Método da Condensacao. Caracte-
ristica de uma Matriz

4.1 Dependéncia e Independéncia Linear de
Filas Paralelas de uma Matriz

Sejam 11, U,..., U um conjunto finito de vetores per-
tencentes a um qualquer espaco vetorial V. E sejam
A1,A2,...,A, um conjunto de n escalares nio todos nu-
los, que neste texto serdo sempre nimeros reais. Diz-se

que i € V é uma combinacéo linear finita dos elementos
U1, U,..., Un, se i for tal que

n
l_l=Zﬂ,iﬁi=/11171+12172+'”+/1n17n (5)
i=1
Os vetores 11, U, ..., Uy, podem ser qualquer conjunto
de vetores no seu sentido mais geral de vetores, sejam
eles vetores do plano bidimensional, de um espaco
multidimensional, matrizes de um espac¢o matricial ou
mesmo funcdes. No presente estudo iremos considerar
apenas combinagdes lineares das linhas ou das colunas
de matrizes, na maior parte das vezes das linhas.

Seja entdo o conjunto S = {i},0h,...,U,} de vetores
do espaco vetorial V e n escalares reais 11,1,...,1,. Se a
Equacao [6]s6 possui a solugdo trivial, isto é, todos os A;
sdo nulos, entdo S é um conjunto de vetores linearmente
independentes. Pelo contrario se existe um conjunto de
n A; sem que sejam todos nulos que verifique a Equa-
¢do [6] entdo S é um conjunto de vetores linearmente
dependentes.

/11171+A2172+"'+An17n:6 (6)

De outra maneira, se algum dos vetores de S é exprimivel
por uma combinacao linear dos restantes vetores de con-
junto S, entdo S é um conjunto de vetores linearmente
dependentes. Por outro lado se nenhum vetor de S é
possivel de exprimir por uma combinacdo linear dos
restantes, entdo S é um conjunto de vetores linearmente
independentes.

Iremos agora particularizar o exposto para o caso
em que o conjunto S é o conjunto das linhas de uma
matriz. Considere-se a matriz A

ag apz ain
az1 dazp - Q2

A= . . . . (7
am1  Am2 Amn

E considerem-se as suas respetivas linhas

L, = [6111 a2 aln]
L, = [an ax zn] @)
L, = [aml am?2 amn]

Chamaremos combinacao linear das linhas da matriz A,
a uma expressao do tipo

MLi+Ay Ly +---+A,L,

em que os A1, Ay,...,1, sdo nlimeros reais. Diz-se que as
linhas da matriz A sdo linearmente independentes se a
Unica solucao da equacao

MLy +A Lo+ + AL, =0axp) 9)

Vitor Caetano
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é tal que todos os 1; sdo iguas a zero. Se existir outra so-
lugado desta equacdo, em que os A; ndo sejam todos nulos
as linhas da matriz A sdo linearmente dependentes.

Esta defini¢do, também no caso particular das linhas
de uma matriz, leva a uma forma de ver o problema mui-
tas vezes mais pratica. Ou seja, se for possivel exprimir al-
guma linha da matriz por uma combinacao linear das res-
tantes, as linhas da matriz sao linearmente dependentes.
Por outro lado se nao é possivel exprimir nenhuma linha
da matriz por uma combinacdo linear das outras, entdo
as linhas dessa matriz sdo linearmente independentes.
Todo o raciocinio exposto para as linhas de uma matriz
também se pode fazer de forma igual para as colunas da
matriz, portanto também se pode falar em colunas linear-
mente dependentes ou independentes. Os exemplos se-
guintes esclarecem de uma forma prética a dependéncia
ou independéncia das linhas de uma matriz.

<> Exemplo 21.
Sejam as matrizes A,B e C:
4 0 1 1 -2 0 1 0o -1 2
A=1|6 2 4 0;B=]1 3 1|;C=1]-2 1 1
31 2 0 -3 3 3 -2 0 5

Vamos averiguar para estas trés matrizes se as suas linhas
sdo linearmente dependentes ou independentes, iremos
chamar L;, L, e L3 a primeira, segunda e terceira linha da
matriz em questao, respetivamente.

¢ Quanto a matriz A, as suas linhas sdo obviamente li-
nearmente dependentes, pois basta notar que a se-
gunda linha é o dobro da terceira, isto é, L, =2L3 ou
mesmo Ly =0x L;+2x L3 esclarecendo que L, é uma
combinacao linear das restantes.

e Amatriz B a primeira observacao parece ter as linhas
linearmente independentes pois ndo ha nenhuma li-
nha que seja miltipla duma outra, no entanto tal
conclusdo apenas pede retirar-se através do seguinte
célculo e como veremos esta primeira conclusao es-
tava errada. De acordo com a definigdo da Eq. [9] po-
demos escrever

M[-2 0 1]+A2[1 3 1]+A3[-3 3 3]=[0 0 0]

calcular os 11,1, e A3 corresponde a resolver o se-
guinte sistema,

—2/11 + /12 - 313 = 0
312 +3A3 = 0
A+ A2 +33 = 0

sistema este que tem infinitas solu¢des. Uma dessas
solucdes é por exemplo A; =2, A, =1eA3=-1,0
que nos garante que as linhas da matriz B sao linear-
mente dependentes, com efeito 2L + L, = Ls.

e Para a matriz C, como no caso anterior, de acordo
com a defini¢do da Eq. [9|podemos escrever

M0 -1 2[22-2 1 1}+A3[-2 0 5]=[0 0 0]

mais uma vez, calcular os 1}, 1, e A3 corresponde a
resolver o seguinte sistema,

—20,-213 = 0
—ﬂl +/12 =0
21 +A2+543 = 0

sistema este que tem uma Unica solu¢do A, =0, 1, =
0 e A3 =0, portanto as linhas da matriz C sdo linear-
mente independentes.

4.2 Método da Condensacao. Caracteristica
de uma Matriz

Vamos neste ponto expor um método que permite mais
comodamente saber se as linhas de uma matriz sdo line-
armente dependentes ou independentes, e mais do que
isso, permite determinar qual o nimero méaximo de li-
nhas da matriz que séo linearmente independentes. Este
método é conhecido por Método da Condensacao, Mé-
todo da Condensacdo de Gauss ou simplesmente Método
de Gauss.

O Método da Condensacao de Gauss consiste em apli-
car uma sequéncia de operacdes as linhas e as colunas de
uma matriz, por forma a obter uma matriz triangular su-
perior ou uma matriz em escada de linhas no caso da ma-
triz original ndo ser quadrada, tais que, as sucessivas ma-
trizes que se vdo obtendo tém exatamente o mesmo nu-
mero de linhas e de colunas linearmente independentes,
este niimero designa-se por caracteristica de uma matriz
e geralmente é simbolizado pela letra r.

Designa-se por matriz em escada de linhas, uma ma-
triz tal que por baixo do primeiro elemento nédo nulo de
cada linha da matriz, e por baixo dos elementos anterio-
res da mesma linha, todas as entradas da matriz sdo nu-
las. Aos primeiros elementos significativos (ndo nulos) de
cada linha chamamos pivots da matriz (assinalados com
um % nas matrizes abaixo). O namero de pivots de uma
matriz também é igual a caracteristica da matriz, e este
numero nunca ultrapassard o menor dos nimeros entre
o ndmero de linhas e o ntimero de colunas duma matriz.

* W W W W W W

0 * ¥ W W ¥ %
:ﬁz 0 0 0 % w ¥ (10)
0 0 % 0 0 0 0 * ¥ ¢

0 0 0 0 0 0 %

0 0 0 0 0 0 O

As operacdes efetuadas as linhas e as colunas de uma ma-
triz, referidas acima, que ndo alteram a caracteristica da
matriz, ou seja, ndo alteram a dependéncia ou indepen-
déncia das linhas e colunas de uma matriz, déd-se o nome
de operacdes elementares:
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(I) Troca de duas linhas da matriz.

(II) Troca de duas colunas da matriz (quado se aplica esta
operagdo elementar a matrizes de sistemas de equacgdes é ne-
cessdrio ter em atengao a correspondente troca das varidveis do

sistema).

(III) Multiplicar uma linha da matriz por qualquer cons-

tante diferente de zero.

(IV) Multiplicar uma coluna da matriz por qualquer
constante diferente de zero (nio se pode aplicar esta ope-

racao elementar a matrizes de sistemas de equacoes).

(V) Substituir uma linha pela que se obtém somando-
a com uma outra multiplicada por uma constante

qualquer.

(VD) Substituir uma coluna pela que se obtém somando-
a com uma outra multiplicada por uma constante
qualquer (nio se pode aplicar esta operagdo elementar a ma-

trizes de sistemas de equacdes).

Para se determinar a caracteristica duma matriz pelo Mé-
todo de Gauss é preciso condensar a matriz numa matriz
equivalente em escada de linhas. Considere-se uma ma-
triz genérica A, x ;) Nd0 necessariamente quadrada.

an  ap ain
azy  az2 a2n

A= (11)
am1  Am2 Amn

Para iniciar o Método de Gauss comeca-se por observar a
entrada a;, da matriz, se esta tiver valor nulo entiao deve-
se trocar a primeira linha por uma outra de forma a que
o valor desta entrada fique diferente de zero, se possivel,
deveréa ser trocada por uma linha que tenha o primeiro
elemento igual a unidade ou o mais simples possivel, re-
alizando assim uma operacao elementar do tipo I.
Quando a entrada a;; € j4 um valor ndo nulo, este é o
pivot da primeira linha, deve-se multiplicar toda a linha
por fatores convenientes de forma a que estes produtos
adicionados as outas linhas anulem os primeiros elemen-
tos de todas as linhas abaixo da primeira, constituindo
estes cdlculos operagdes elementares do tipo III. Depois
de anulados todos os elementos abaixo da entrada a;;,
obtém-se uma matriz da forma da matriz B seguinte.

b b byp
0 b b2n

B= 12)
0 bmz bmn

Nesta segunda fase do método, debrucemo-nos sobre a
segunda coluna da matriz B, se esta coluna tiver todos
os elementos a parte do primeiro iguais a zero, passa-se

para a coluna seguinte e assim sucessivamente até encon-
trar uma coluna que nao tenha todos os elementos nulos
abaixo do primeiro, seja esta a coluna k. Encontrada essa
coluna, observa-se o seu segundo elemento e se este for
nulo, troca-se a segunda linha com uma linha abaixo dela
que tenha um elemento ndo nulo na coluna k, ficando as-
sim um valor nédo nulo na segunda entrada desta coluna,
este é ja o pivot da segunda linha. Agora procede-se como
se fez com a primeira coluna, multiplicando-se toda a se-
gunda linha por fatores convenientes, tais que, quando
adicionadas as restantes linhas abaixo da segunda anu-
lem todos os elementos da matriz abaixo do pivot da co-
luna k. Obtendo-se nesta fase uma matriz C da forma:

a1 2 CLk-1 Clk  ClLk+1 bin

0 0 0 C2c Czyk+l b2n

0 0 0 0 3441 b3n
C=(o0 o 0 0 Cqfs1 by, | (13)

0 0 0 0 Cm'k_'_l bmn

Na fase seguinte procede-se como anteriormente,
procura-se uma coluna depois da coluna k que nao
tenha todos os elementos nulos abaixo do segundo.
Encontrada essa coluna, o seu terceiro elemento tem de
ser diferente de zero, mesmo que para isso se tenha de
efetuar trocas de linhas, esse nimero serd entdo o pivot
da terceira linha. Entdo faz-se o anulamento de todos
os elementos da coluna em questdo abaixo do pivot da
terceira linha, fazendo operagdes elementares do tipo III.
E assim sucessivamente, repetindo-se este processo até
obter uma matriz em escada de linhas, como as matrizes
apresentadas em Eq.

Ap6s este processo, que constitui o Método da Conden-
sacdo, para saber a caracteristica da matriz basta contar
os pivots da matriz final.

Este processo de eliminacao dos zeros da matriz, foi or-
ganizado por colunas, ou seja, foram-se anulando as en-
tradas abaixo da diagonal coluna apés coluna. No en-
tanto tal também poderia ser feito organizando o pro-
cesso por linhas, isto é, anulando as entradas a esquerda
da diagonal linha apés linha. Se o fizéssemos veriamos
que chegdvamos ao mesmo niimero de pivots. Por outro
lado, pode-se observar que no maximo apenas existe um
pivot por linha e por coluna. E ainda que o nimero de li-
nhas com pivot € igual ao ntimero de colunas com pivot.
Este facto assegura que para qualquer matriz, o nimero
de linhas linearmente independentes é igual ao nimero
de colunas linearmente independentes. Por conseguinte
para uma matriz quadrada, se o conjunto das suas linhas
forem linearmente independentes as suas colunas tam-
bém o sdo, caso contrdrio nem serao as linhas nem as co-
lunas.

De maneira a compreender este processo de forma
mais segura observe-se os seguintes exemplos.

<> Exemplo 22.
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Determinar a caracteristica da matriz:

3 1

A=19 1

Uma vez que se trata de uma matriz quadrada de segunda
ordem, o nimero de linhas é m = 2 e o nimero de colunas
é n =2, sendo o menor destes igual a dois, a caracteristica
da matriz r tem de ser menor ou igual a dois (r < 2).
Aplicando o método da condensacdo a matriz, vamos
neste caso multiplicar a primeira linha por (—3), ou seja
(-3)x [3 1] = [-9 -3] e adicionar o resultado a se-
gunda linha, [-9 -3]+[9 1] =[0 -2], o ndamero
(—3) foi precisamente o escolhido para anular o elemento
da matriz abaixo da entrada a;;, obtendo-se a matriz,
3 1
o

—Ly—-3L

que ja é uma matriz em escada de linhas conforme as ma-
trizes esquematizadas na Eq. Quanto a caracteristica
da matriz A, esta é igual ao nimero de pivots (assinala-
dos a negrito) da matriz obtida no fim do método da con-
densacdo (r = 2). Logo pode-se concluir que as linhas da
matriz sdo linearmente independentes porque a caracte-
ristica da matriz é igual ao niimero de linhas (m = r = 2).

% « o e n

<> Exemplo 23.
Determinar a caracteristica da matriz:
2 1 -3
B=|-4 -2 5
10 6 -10

Uma vez que se trata de uma matriz quadrada de ordem
3, a caracteristica da matriz r serd menor ou igual a trés
(r=3).

Aplicando o método da condensacdo a matriz, vamos
neste caso multiplicar a primeira linha por 2, ou seja

2x[2 1 -3]=[4 2 -6]eadicionar este resultado a
segundalinha, [4 2 -6]+[-4 -2 5]=[0 0 -1],
substituindo-a na matriz obtém-se,

2 1 -3

0 0 -1 —Ly+2L;

10 6 -10

observando a primeira coluna da matriz obtida, conti-
nua a haver elementos ndao nulos abaixo do primeiro
elemento da primeira coluna, portanto vamos multi-
plicar por (-5) a primeira linha, (-5) x [2 1 —3] =
[-10 -5 15| e adicionar o resultado a terceira li-
nha, [10 6 -10]+[-10 -5 15]=[0 1 5], subs-
tituindo na matriz, vird

2 1 -3
0 0 -1
0 1 5] <L3-5L

uma vez anulados todos os elementos abaixo do pivot
da primeira linha (2), vamo-nos concentrar na segunda
coluna, mais precisamente no seu segundo elemento,
observando-o na matriz vemos que este é zero e como
ha elementos ndao nulos abaixo dele temos de trocar as
linhas, neste caso vamos trocar a segunda com a terceira
linha, ficando a matriz

2 1 -3
01 5| «<1L3
0 0 -1 <L

que ja é uma matriz em escada de linhas conforme as
matrizes esquematizadas na Eq. Quanto a carac-
teristica da matriz B, esta é igual ao ntimero de pivots
(assinalados a negrito) da matriz obtida no fim do mé-
todo da condensacao (r = 3). Portanto pode-se concluir
que as linhas da matriz sdo linearmente independentes
porque a caracteristica da matriz é igual ao seu niimero
de linhas (m =r = 3).

< Exemplo 24.
Determinar a caracteristica da matriz:
0 2 4
c=12 -5 -1
2 -1 7

Sendo esta uma matriz quadrada de terceira ordem, a
caracteristica da matriz ndo poderd ser superior a trés
(r<3).

Para condensar esta matriz, vamos comecar por fazer
uma troca de linhas entre a primeira e segunda linha, isto
porque na primeira entrada da primeira linha se encontra
um elemento nulo, portanto ndo pode ser pivot.

2 -5 -1] <L,
0 2 4| <L
2 -1 7

Tendo agora o pivot da primeira linha o valor vélido (2),
vamos recorrer a este pivot para anular toda a coluna
abaixo dele, multiplicando a primeira linha por (-1) e adi-
cionando o resultado a terceira linha obtemos

2 -5 -1
0 2 4
0 4 8| <I3—-1,

Multiplicando agora a segunda linha por (-2) e adicio-
nando o resultado a linha 3, obtemos

2 -5 -1
0 2 4
0 0 0] —Ly-2L,
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E assim se obteve uma matriz em escada de linhas, em
que apenas duas das suas linhas tém pivot, portanto,
conclui-se que a caracteristica desta matriz é 2 (r = 2).
Sendo esta uma matriz quadrada de ordem 3 as suas li-
nhas (e colunas) sdo linearmente dependentes, porque a
caracteristica € inferior a ordem da matriz.

<> Exemplo 25.
Determinar a caracteristica da matriz:
3 1 -2
D=2 -5 2
5 -4 0

Como se trata de uma matriz quadrada de ordem 3, a ca-
racteristica serd menor ou igual a trés (r < 3).

Para anular todos os elementos abaixo do elemento d;;
vamos multiplicar a primeira linha por (- %) e adicionar o
resultado a segunda, e vamos multiplicar a primeira linha
por (— %) e adicionar o resultado a terceira linha, assim ob-
temos a matriz

3 1 -2
0 —% D —L-:L
0 -3 Fl —Ls-3L

Uma vez anulados todos os elementos da primeira coluna
abaixo da sua primeira entrada, vamos anular o dltimo
elemento da segunda coluna, para tal subtraimos a se-
gunda linha a terceira.

3 1 -2
17 10

0 -3 3

0 0 0] —IL3—1Lp

Obteve-se apenas duas linhas com pivot, portanto, logo a
caracteristica da matriz D é 2 (r = 2). Sendo esta uma ma-
triz quadrada de ordem 3 as suas linhas (e colunas) sdao
linearmente dependentes, porque a caracteristica é infe-
rior a ordem da matriz.

<> Exemplo 26.
Determinar quantas linhas e colunas linearmente inde-
pendentes tem a matriz:

0 0 1 0 -2
21 0 0 -1
E= 01 1 1 0
4 0 -4 -2 2

Esta é uma matriz retangular de dimensao (4 x 5) logo a
sua caracteristica serd no méaximo igual a quatro (r < 4).
Para iniciar o método da condensacdo precisamos de um
elemento diferente de zero na entrada e;;, logo teremos

de efetuar uma troca de linhas. Trocando a primeira linha
com a segunda obtém-se

21 0 0 -1] <L
0 0 1 0 -2 <L
01 1 1 0
4 0 -4 -2 2

Multiplicando a primeira linha pelo fator (—2) e somando
o resultado obtido a quarta linha

2 1 0 0 -1
00 1 0 -2
01 1 1 0
0 -2 -4 -2 4] <IL,-2L

Passa-se agora para a segunda coluna, que por nio ter
um elemento ndo nulo na sua segunda entrada obriga-
nos a fazer uma permutacao de linhas, sendo assim, per-
mutando a linha 2 com alinha 3,

2 1 0 0 -1
01 1 1 0| <Is
0 0 1 0 -2| <L
0 -2 -4 -2 4

multiplicando a segunda linha por 2 e adicionando este
produto a quarta linha, obtém-se

21 0 0 -1

01 1 1 O

0 0 1 0 -2

0 0 -2 0 4 —L4+2L0

prosseguindo agora para a coluna 3, que ja tem um ele-
mento ndo nulo na sua terceira posicao. Multiplica-se a
terceira linha por 2 e soma-se o resultado a quarta linha,

21 0 0 -1
01 11 0
0 01 0 -2
0 0 0 0 O] «<Ly+2L3

Obteve-se assim uma matriz em escada de linhas com
trés pivots, ou seja com caracteristica trés (r = 3). por-
tanto, a matriz E tem trés linhas e trés colunas linear-
mente independentes. Logo o conjunto das suas quatro
linhas é linearmente dependente pois a caracteristica é
inferior ao nimero de linhas. Quanto as colunas, no seu
conjunto também sdo linearmente dependentes, pois a
caracteristica também € inferior ao niimero de colunas da
matriz.

<> Exemplo 27.
Determinar a caracteristica da matriz M e diga quantas li-
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nhas e colunas linearmente independentes tem esta ma-
triz:

0o 21 0 2 1
-2 2 0 2 0 O
M=(-1 3 1 1 2 =2
1 11 -1 2 4
-2 4 1 2 2 1

Esta é uma matriz retangular de dimensao (5 x 6) logo a
sua caracteristica serd no méximo igual ao menos destes
numeros que é 5, (r < 5). Para iniciar o método de Gauss é
necessario ter um elemento diferente de zero na entrada
my1, logo teremos de efetuar uma troca de linhas. Vamos
trocar a primeira linha com a linha nimero quatro, a ma-
triz resultante desta troca de linhas é

1 1 1 -1 2 471 «<1L4
-2 2 0 2 0 O
-1 3 1 1 2 =2
o 21 0 2 1 — I
-2 4 1 2 2 1

Seguidamente tem-se que anular todas as componentes
da matriz abaixo da componente m,;: Para tal multipli-
camos a primeira linha pelo fator 2 e somamos este resul-
tado a segunda linha; soma-se a primeira linha a terceira
e soma-se a quarta linha o dobro da primeira. Feitas estas
operacoes fica-se com a matriz

1 11 -1 2 4

0 4 2 0 4 8| «<Ly+2L,
0 4 2 0 4 2| «<L3+1L
021 0 21

0 6 3 0 6 9] «Ls+2L

Agora vamos anular todas as componentes da segunda
coluna abaixo do elemento m,: subtrai-se a segunda li-
nha a terceira; subtrai-se a quarta linha o produto da se-
gunda por % e subtrai-se a quinta linha o produto da se-
gunda por %,

1 11 -1 2 4
0 4 2 0 4 8

000 0 0 -6 —Lg—L,
000 0 0 -3| —L,-11,
000 0 0 -3] —Ly—3L,

Nesta fase devemos passar para a coluna 3, acontece que
esta coluna ja tem todos os elementos nulos abaixo da sua
segunda entrada, por isso passa-se para a préxima co-
luna, a quarta, esta também ja tem todos os elementos
nulos abaixo da segunda entrada, a coluna seguinte que
é a quinta também estd nas mesmas circunstancias, logo
s6 nos resta trabalhar na tiltima coluna, a sexta, esta tem
um pivot valido na sua terceira entrada, o nimero (- 6).
Usamos este pivot para anular todos os elementos desta
coluna abaixo dele: somamos a quarta linha o produto da
terceira por (—%) e somamos a quinta linha o produto da

terceira por (— %). Por fim obtém-se a matriz

1 11 -1 2 4
0 4 2 0 4 8
000 0 0 -6
000 0 0 0| —Ly—1rg
000 0 0 0] —Ls—3L

Esta matriz j4 estd em escada de linhas e tem trés pivots,
ou seja, tem caracteristica trés (r = 3). Como tal, a ma-
triz M tem trés linhas e trés colunas linearmente inde-
pendentes. Logo o conjunto das suas cinco linhas é li-
nearmente dependente pois a caracteristica é inferior ao
ntmero de linhas. Quanto as colunas, no seu conjunto
também sdo linearmente dependentes, pois a matriz tem
seis colunas e a caracteristica da matriz é 3, portanto in-
ferior ao ntimero de colunas da matriz.

17.

Determine a caracteristica das seguintes matrizes, e indi-
que se as linhas e as colunas das matrizes sao linearmente
dependentes ou independentes:

0 2 1
1 4 2 1
P O [P o e
6 3 0 4
0 0 1 1 1 -3 4 5
D=2 1 o|;E=]|2 3 iF=]16 -2 -1
11 1 -1 -6 3 7 1 4
0 2
2 1 0 2 2 -1
G=(-1 3 0 5|;H=]3 1|;
0 3 4 -4 1
0 3
1 0 01 -1 2 0 1
2 1 4 1 -1 1 1 1
1‘0021’]‘212—1
31 6 3 -2 4 0 0

5 Sistemas de Equacdes Lineares

Muitos problemas nas mais variadas dreas da ciéncia sdao
resolvidos recorrendo a sistemas de equacdes lineares.
Veremos nesta seccdo como a dlgebra matricial pode
simplificar em grande medida o estudo destes sistemas.
O auxilio da utilizacdao de matrizes no célculo da solugao
de sistemas de equagdes lineares é tanto maior quanto
maior for o nlimero de incégnitas e o niimero de equa-
coes.
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Uma equacido linear com n incégnitas xp,xo,...,x,
é uma equacao da forma

a1 X1+ axxa+---+apx,=b

em que a, d,...,a, € b sdo escalares (neste estudo
usaremos apenas numeros reais). Aos aj,d,...,d,
chamaremos coeficientes das incégnitas x;,xo,...,x,,
o valor de b designa-se por termo independente. Uma
equacdo deixa de ser linear, por exemplo nos seguintes
casos: se alguma incdgnita aparece elevada a uma potén-
cia diferente da unidade; se aparecer na sua expressao
produtos de incdégnitas; divisdes por incégnitas ou
funcdes transcendentes como exponenciais logaritmos
ou funcdes trigonométricas.

Um sistema de m equacdes lineares com n incég-
nitas xi, x,..., X, € uma sistema de equacdes da forma

a1 X1+ apXxy+-+ayp-1Xp-1+ aipXy = b
a1 X1+ dppXp 4+ Az2p-1Xp-1+ A2pXp = b2
(14)
Am1X1 t QmeX2 + -+ AGmpn-1Xn-1t AmnXn = by,

em que os a;; com (i = 1,2,...,m; j =1,2,...,n) sdo os
coeficientes das incégnitas das equacdes do sistema,
os b; sdo os termos independentes das equacgdes e 0s
X1,%2,...,X, s@0 as incégnitas a determinar. Para um
numero pequeno de equagdes é mais comum usar para
a notacao das incégnitas os simbolos x, y,z,... notacdo
que preferencialmente usaremos neste texto.

Um dos métodos que permite resolver os sistemas
de equagdes é conhecido por método das substituicdes.
Este é o método geral ensinado no ensino secundério,
é adequado para sistemas de equacdes de pequenas
dimensbdes. Este método consiste na aplicacdo dos
seguintes passos ao sistema:

(1) Colocar o sistema de equacdes na forma canénica.
Isto é na forma apresentada na Eq. ou seja,
cada variavel do sistema de equagdes apenas apa-
rece uma Unica vez em cada equacdo, estando todas
no primeiro membro das equacdes e ordenadas pela
mesma ordem em todas as equacoes, além disso os
termos independentes das equacdes aparecem todos
no segundo membro das equacdes.

(2) Escolhe-se uma qualquer incégnita e uma qualquer
equacao e resolve-se essa equacdo em ordem a incg-
nita escolhida. A escolha da equacdo e da incognita é
arbitraria, no entanto é preferivel escolher primeiro
as equacgdes mais simples e a incégnita com coefici-
ente mais simples, o ideal é escolher uma que tenha
coeficiente igual a unidade.

(3) Substitui-se a expressdo para a incégnita resolvida
no ponto anterior em todos as outras equagdes onde

essa varidvel figurar de forma a eliminar esta incog-
nita de todas essas equacgoes. A equagao resolvida fica
de reserva para a parte final do método.

(4) O conjunto das equagdes que se obtém do sistema
retirando a equagdo que ficou de reserva no ponto
(3), € um sistema de equacdes com menos uma equa-
¢d0 e menos uma incégnita do que o sistema ante-
rior. Considere-se a partir deste ponto este novo sis-
tema. Volta-se a escolher uma equacdo e uma incég-
nita como se fez no ponto (2), e resolve-se essa equa-
¢do em ordem a variavel escolhida. Depois repete-se
também o ponto (3) com esta nova expressao para a
variavel escolhida desta vez. E assim sucessivamente,
vai-se repetindo os passos (2) e (3) as vezes neces-
sdrias para eliminar as incégnitas que se vdo esco-
lhendo, até ficar apenas uma tnica equacao e uma
incégnita.

(5) Obtida uma equacdo com uma Unica incégnita,
determina-se a solucao dessa incognita e usa-se esse
valor na dltima equacdo que ficou de reserva quando
se aplicou o ponto (3), obtendo-se a solucao para ou-
tra incégnita. Depois usa-se estes resultados na pe-
niltima equacgdo que deixdmos de reserva obtendo-
se a solucdo de mais uma incégnita. E assim suces-
sivamente, vai-se substituindo as solucdes j4 calcu-
ladas nas equacdes que deixamos de lado nos passos
anteriores até termos a solucao de todas as incégnitas
do sistema.

Para exemplificar o método das substituicoes deixa-se
os proximos dois exemplos, que mostram a resolucao de
sistemas de equacoes lineares de duas equacgdes a duas
incégnitas e de trés equacdes a trés incognitas, respetiva-
mente.

< Exemplo 28.
Sistema de equacdes lineares de duas equagdes com duas
incégnitas resolvido pelo método das substituicoes:

2x-y
3x+2y

2
-1

O sistema ja estd na forma canénica. Assim escolhe-se
uma equagdo e uma incognita, neste caso vamos resolver
a primeira equacao em ordem a incégnita x.

- 2x = 2+y
3x+2y = -1
+2
38=+2y = -1

Uma vez resolvida a primeira equagdo em ordem a incog-
nita x, substitui-se a expressdo obtida na segunda equa-
¢do. Agora resolve-se a segunda equacgdo do sistema em
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ordem a incognita y.
Substituindo essa expressao para a incégnita x nas outras

_y+2
X = <= ~ . . . ~ P _
o { sye6  dy 2 o equacoes e realizando as simplificagdes necessdrias obte
2 T2 T 73 mos
—2z-1+y-2z=6
x - yT+2 - o x=-2z-1 <
3y+6+4y = =2 —2z-1+2y-2z=-9
_ -8 y—4z=7
X - - X = 7
Q{ 7y = 4 < { _ £ o{ x=-2z-1 =
Y 7 2y—4z=-8

Aqui ja se tem a solucdo para a incégnita y, entdo usa-
se este valor para determinar a incégnita x na primeira Aqui podemos resolver por exemplo a primeira equagao
em ordem a incégnita y e substituir a expressao obtida na

equacao.
e 14 6 terceira equacao,
x = —I*7 x = %
<> 2 < 1
y = -& y = -8 y=4z+7
7 o x=-2z-1 o
. 6 . = 2 2(4z+7)—4z=-8
o { 14, o { T 7,
Y 7 yo= 7 Neste ponto a terceira equacao ja tem apenas uma incog-

nita, resolvendo esta equacdo obtemos a solucdo para a
incoégnita z,

B 3 8
Solucdo: S = {(—,——)}
[ y=4z+7

® toc o o x=-2z-1 o
8z+14—-4z=-8

Por fim obtém-se a solucao completa do sistema.

<> Exemplo 29.
Resolucdo de um sistema de equacdes lineares de trés y=4z+17 y=4z+7
equagdes com trés incognitas pelo método das substitui- oy ¥=-2z-1 < x=-2z-1
¢oes: 4z =-22 z= _12_1
X+y
— Tl=z+2 Agora substituimos o valor de z nas equacdes que ficaram
2z—x=-1-2x de reserva, e efetuamos as simplificacdes necessérias
y +2=— T2z+1+x para determinar as solucdes das outras incégnitas.
2 4
—a(-L — 41
Como este sistema ndo estd na forma canénica, a pri- - ( 2 1) +7 y=-2"%73
meira tarefa a fazer é coloca-lo nessa forma, como mostra < -2(- E) - < x=11 1_1 1
aEq. E=-% E=-7
Fr-3=%+3 y=-3% x=10
pos 2x—x+2z=-1 o = x=10 o y=-15
24_y+%:_—2zzl+x Z=—12—1 z=_1_21
N 11
xX+y—-2z=6 Solugao:Sz{(lO,—lS,——)}
& x+2z=-1 = 2

x+2y-2z=-9

Uma vez colocado o sistema na forma canénica, escolhe-
se uma equacdo e resolve-se essa equacao em ordem a
uma das incdégnita. Neste caso resolveu-se a segunda
equacgdo em ordem a incognita x, pois além desta equa- 5.1 Sistemas de Equacoes na Forma Matricial
¢do ser a mais simples a incégnita x tem coeficiente uni-

tario Quando se tem um sistema de equagdes na forma cané-
x+y-2z=6 nica, pode-se recorrer a multiplicacdo de matrizes defi-
& x=-2z-1 o nida na seccdo (3.3), para escrever o sistema da Eq.

X+2y-2z=-9 na forma matricial, ficando assim o sistema de equacdes
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lineares com o seguinte aspeto:

an  ap aipn-1 Qin | | X1 by
ap  dz dop-1 @p | | X2 b,

) =1 . (15)
aml Aam2 aAm,n-1 Amn Xn b

O uso de matrizes permite representar o sistema de forma
extremamente compacta, pois independentemente da
dimensao que ele tenha pode agora apresentar-se o sis-
tema da seguinte maneira:

[A][x] = [B]

ou simplesmente

AX=B (16)

Onde A é a matriz simples do sistema ou matriz dos co-
eficientes. X é a matriz coluna das incégnitas e B € a
matriz coluna dos termos independentes.

a ap ain-1 Qin

az  daz az2,pn-1 QA2n
A=[Al=| . .

aml1 Aam2 Am,n-1 Amn

X1 by

X2 by
x=[x]= B=(5]=| .

Xn b

Para se fazer o estudo dos sistemas usa-se sobretudo uma
matriz que contém simultaneamente os coeficientes do
sistema e os termos independentes separados por uma li-
nha vertical. Esta matriz designa-se por matriz ampliada
do sistema, matriz completa ou ainda matriz aumen-
tada. Na resolucao de sistemas de equagoes pelo método
da condensag¢do, que veremos mais adiante, é essencial-
mente sobre esta matriz que se atua:

ay  ap Mnp-1 @n |
a1 Gy Arpn-1  Gn | bo

[A| B]= ] S oan
am1  Aam2 Am,n-1  Amn by

Quando um sistema se encontra na forma matricial
pode-se resolver o sistema recorrendo ao método da
condensacao ou método de Gauss, que foi descrito na
seccdo (4.2). Este método permite obter uma matriz
completa do sistema equivalente a original mas na forma
de escada de linhas, como a representada na Eq.
Quando a matriz completa do sistema estiver em escada
de linhas, volta-se a representar o sistema na forma de
equacoes como representada na Eq. e resolve-se
este sistema facilmente por substituicdo retroativa, que
consiste em determinar o valor da ultima incégnita,
com este determina-se o valor da pentltima e assim

sucessivamente até se determinar o valor de todas as
incognitas.

O método da condensagdo aplicado a resolugcdao de
sistemas de equacdes também recorre ao conceito de
operacdes elementares enunciadas na secc¢édo no
entanto para resolver sistemas nao se usam todas as ope-
ragoes elementares expostas nessa sec¢do, pois algumas
delas nao podem ser aplicadas a matrizes completas que
representam sistemas de equacoes. Assim, deixa-se aqui
um resumo das operacdes elementares vélidas para
sistemas de equacdes:

(I) Podem-se trocar linhas da matriz [A ‘ B].

(Il Podem-se trocar colunas da matriz [A | B] com ex-
cecdo da ultima, no entanto esta troca corresponde
a uma altera¢do na ordem das incégnitas, por isso
deve ser anotada a respetiva troca de ordem das in-
cognitas na matriz coluna [ X].

(ITII) Pode-se multiplicar qualquer linha da matriz
[A ‘ B] por qualquer constante diferente de zero.

(IV) Pode-se substituir uma linha pela que se obtém
somando-a com outra linha multiplicada por uma
constante qualquer.

<> Exemplo 30.

Este exemplo mostra a resolucao de um sistema de equa-
¢oes lineares de trés equagoes e trés incégnitas pelo mé-
todo da condensacdo de Gauss:

—2x+y+z -5
4x—-y+2z = -8
—-6x+2y-2z = 8

Como este sistema j4 estd na forma canénica, podemos
escreve-lo na forma matricial (Eq. [15).

-2 1 1 X -5
4 -1 2| |yl=1|-8
-6 2 =2] |z 8
onde:
-2 1 1
4 -1 2 | éamatriz dos coeficientes;
-6 2 =2
X
¥ | é amatriz coluna das incégnitas;
z
-5
—8| é a matriz coluna dos termos independentes.
8

A matriz completa do sistema sera

-2 1 1|-5
[A|B]=|4 -1 2 |-8
-6 2 -2|38

Vitor Caetano
CET Tecnologia Mecéanica

20



CENFIM

Matematica Geral

A partir desta matriz prossegue-se com o método da con-
densacao, aplicando as operacoes elementares necessa-
rias para que a matriz fique em escada de linhas. Para
anular os elementos abaixo da entrada a;; comecga-se por
multiplicar a primeira linha por 2 e somar o resultado a
segunda, e multiplicar a primeira linha por (-3) e somar
o resultado a terceira.

2 1 1| -5
0 1 4 |-18| —L,+2L;
0 -1 -5| 23| —IL3-3L

Agora apenas nos falta anular a entrada as, da matriz,
para tal soma-se a segunda linha a terceira.

-2 1 1 -5
0 1 4 |-18
0 0 -1 5 — L3+ 1Ly

Esta matriz ja estd em escada de linhas, assim passa-se o
sistema para a forma de equacgoes separadas e resolve-se
por substituicao ascendente.

—2x+y+z = -5
= y+4z = -18
-z = 5
—2x+y+z = -5
o y+4(-5) = -18
z = -5
—2x+2+(-5) = -5 x = 1
=4 y = 2 < y =
z = -5 z = -5

A solucdo do sistema é: S = {(1,2,—5)}, se pretendermos
apresentar a solucdo na forma matricial escrevemos:

1
X=|2
-5

<> Exemplo 31.
Resolu¢do de um sistema de equacdes lineares de duas
equacoes e duas incégnitas pelo método da condensacao
de Gauss:
2x1 - 2x2 = 1
{ —8x1+3x 0

Como este sistema ja estd na forma canénica, entdo po-
demos escreve-lo na forma matricial.

2 =2][x]_[1
-8 3 |x2] |O
Matriz completa do sistema:
2 =211
alel=\% 3o

Eliminando a entrada a,; da matriz

0 -5|4

2 =21
—Ly+4L;

A matriz completa do sistema ja estd na forma de escada
de linhas, portanto resta resolve-lo por substituicoes as-
cendentes.

o { 2.X'1 —2)(,'2

—5Xx7
|

3 4
A solucdo do sistema é: S = {(——, ——)}
100 5

|
—
|
—

4
Q{ 2x1-2(-2)
X2 = -

Il
IS
(SIS

X1 = -
X2

ciag|w

%) o o o on

<> Exemplo 32.

Resolucdo de um sistema de equacodes lineares de trés
equacoes e trés incognitas pelo método de Gauss. Seja
0 seguinte sistema:

@ zZ—y+2
2z-x) = y-10
—4x = 2z+6

Como se pode observar este sistema ndo estd na forma
canodnica, como tal essa é a primeira tarefa a realizar.

%+y—z = 2

= 2z-2x-y = -10
—-4x-2z = 6
xX+y—-z = =2

o4 2x-y+2z = -10
—-4x-2z = 6

Uma vez o sistema assim escrito pode passar-se a forma
matricial.

1 1 -1 [x -2
-2 -1 2||y|=[-10
-4 0 -2||z 6

Escreve-se a matriz completa do sistema.

1 1 -1 -2
[A|B]=|-2 -1 2 |-10
-4 0 -2| 6

A partir desta matriz procede-se com o método da con-
densacdo aplicando as operacdes elementares necessa-
rias para que a matriz fique em escada de linhas.

1 1 -1] -2
0 1 0 14| —L,+2L,
0 4 -6| -2 —L3+4L,
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Uma vez anulados os elementos da primeira coluna
abaixo do pivot, faz-se o mesmo a segunda coluna.

1 1 -1| -2
01 0 |-14
0 0 -6| 54 —L3—-4L,
Depois da matriz condensada em escada de linhas
resolve-se o sistema por substituicao ascendente.
X+y-z = =2
= y = -14
-6z = 54
x+(-=14)+(-9 = -5 x = 3
=3 y = -4 e y = -14
z = -9 z = -9

A solugdo do sistema é: S ={(3,—14,-9)}

5.2 Método da Condensacao Completa

Uma matriz quadrada para a qual no método de eli-
minacdo de Gauss, com possiveis reordenacdes de
linhas, se obtém uma matriz cuja diagonal principal tem
todos os pivots diferentes de zero, designa-se de matriz
nao-singular, por conseguinte uma matriz nao-singular
é uma matriz quadrada cuja caracteristica é igual a
ordem. Por outro lado uma matriz singular € uma matriz
quadrada com caracteristica inferior a ordem, o que
equivale a dizer que ndo é possivel por eliminacdo de
Gauss ter todos os pivots da diagonal principal diferentes
de zero.

Como se disse, uma matriz ndo-singular pode ser
transformada numa matriz triangular superior por
eliminacdo de Gauss, com possiveis reordenacoes de
linhas se necessdrio, matriz essa que tem elementos nao
nulos na diagonal principal designados por pivots. Este
processo pode ser continuado a partir deste estado até se
obter uma matriz diagonal, cujos elementos na diagonal
principal sdo os pivots. Tal tarefa consiste em adicionar
a cada linha multiplos de linhas mais baixas de forma a
anular todos os elementos acima da diagonal principal.
Comecando pela tultima coluna vai-se avangando pelas
colunas por ordem inversa, da tultima para a primeira,
num processo semelhante ao método de Gauss. Quando
a matriz ja estiver na forma diagonalizada, divide-se
cada linha pelo respetivo pivot de forma a que todos os
elementos da diagonal principal fiquem iguas a 1. Este
método de eliminacdo completa chama-se método de
eliminacdo de Gauss-Jordan.

Se a matriz ndo for quadrada ou for uma matriz sin-
gular pode-se usar este método fazendo algumas
alteracoes. Na primeira fase do método, em vez de se ob-
ter uma matriz triangular superior obtém-se uma matriz
em escada de linhas. Depois reordenam-se as colunas
de forma a obter uma submatriz triangular superior o
mais a esquerda possivel dentro da matriz principal. Na
segunda fase do método apenas é necessario anular os
elementos acima da diagonal principal da submatriz
triangular superior. Deve ter-se em atengdo que no caso
das matrizes completas de sistemas de equacodes a tltima
coluna nunca pode ser movida, ficard sempre na tltima
posicdo. E mesmo para as outras colunas, quando as tro-
camos devemos trocar também a ordem das incégnitas
correspondentes. Para melhor compreensido do método
exposto aconselha-se o estudo dos exemplos seguintes.

< Exemplo 33.

Resolucdo de um sistema de equacoes lineares de trés
equagcoes e trés incognitas pelo método da condensacao
de Gauss-Jordan. Considere o sistema de equacoes:

3x+2y+2z = -7
x+y+2z = 1
—2x-y-2z =

Como este sistema j4 estd na forma canénica, podemos
escreve-lo na forma matricial (Eq. [15).

3 2 2 X =7
1 1 2]||yl=]1
-2 -1 2] |z 4
A matriz completa do sistema serd
3 2 2 | =7
[A|B]=|1 1 2|1
-2 -1 -2 4

Aplica-se o0 método da condensacdo fazendo as opera-
¢Oes elementares necessdrias para que a matriz fique tri-
angular superior. Como a segunda linha comeca com o
ndmero 1 vamos trocar a primeira com a segunda linha.
Esta operagdo ndo é obrigatoria, foi realizada apenas com
o intuito de simplificar os célculos, pois assim ficaremos
com o pivot da primeira linha igual a unidade.

1 1 2] 1] <L
3 2 2|71 -,
-2 -1 -2| 4

Para anular os elementos abaixo da entrada a;; comeca-
se por multiplicar a primeira linha por (-3) e somar o re-
sultado a segunda, depois multiplica-se a primeira linha
por 2 e soma-se o resultado a terceira.

1 1 2 1
0 -1 -41|-10
0 1 2 6

—L,—-3L
—L3+2L;
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O pivot da segunda linha é (—1). Vamos anular o elemento
abaixo dele, assim somamos a segunda linha a terceira.

1 1 2 1
0 -1 -4|-10
0 0 -2 -4 — L3+ Ly

A matriz que se obteve ja € uma matriz triangular supe-
rior, constituindo a primeira fase do método. Para prosse-
guir vamos anular também os elementos da matriz acima
da diagonal principal, tarefa essa que constitui a segunda
parte do método da condensacado de Gauss-Jordan. Para
anular os elementos da tltima coluna da matriz A acima
do pivot da terceira linha vamos multiplicar a terceira li-
nha por (-2) e adicionar o resultada a segunda, e somar a
terceira linha a primeira.

1 1 0 -3] —<Li+1Lg
0 -1 0 |-2| —IL,-2I4
0o 0 -2|-4

Passando agora a segunda coluna, vamos adicionar a se-
gunda linha a primeira.

1 0 0 -5 —Li+L
0 -1 0 |-2
0 0 -2|-4

Assim, na posicdo da matriz A ja se tem uma matriz dia-
gonal. Agora devemos dividir cada linha da matriz com-
pleta do sistema pelo respetivo pivot, ficando na posicdo
da matriz A uma matriz identidade.

1 0 0]-5
01 0] 2| —-L
00 1| 2] —-1I3

A solucdo do sistema € o vetor coluna que se obtém na po-
sicdo em que inicialmente colocdmos o vetor coluna dos
termos independentes B. Portanto a solu¢do do sistema
sera: S = {(-5,2,2)}, ou na forma matricial:

-5

X=|2
2

<> Exemplo 34.

Resolu¢do de um sistema de equacdes lineares de duas
equacoes e duas incégnitas pelo método da condensacao
de Gauss-Jordan. Considere o sistema de equacoes:

2x—-y -5
-4x+y = 3

O sistema na forma matricial ficard

2 -1[x] _[-5
-4 1|yl |3
A matriz completa do sistema serd
2 -1|-5
alm=[% 7

Aplica-se o método da condensacdo fazendo as opera-
¢oes elementares necessarias para que a matriz fique tri-
angular superior: Multiplica-se a primeira linha por 2 e
adiciona-se o resultado a segunda.

-5
-7

2 -1
0 -1

—Ly+2L;

A matriz ja é triangular superior. Fazendo-a também (a
parte do vetor coluna B) triangular inferior. Multiplica-se
asegundalinha por (—1) e soma-se o resultado a primeira.

2 0
0 -1

2
=7

—Li-L

Uma vez diagonalizada a matriz, divide-se a primeira li-
nha por 2, e a segunda linha por (-1).

1] 1L
7] —-L,

1 0
0 1
A solucdo do sistema serd: S = {(1,7)}.

[ « o e 1)

< Exemplo 35.
Pretende-se determinar a solucdo do sistema de equa-
coes:

X2+1 = 6-—x1—2Xx3
3x2+5x3 — 4— x
_ 2—-5x3
X1 = 2

Este sistema ndo estd ainda na forma canénica, por isso
teremos de efetuar as operacdes necessdrias para que tal
aconteca.

X1+X2+X3 = 6—-1
3x2+5x3 8 _ 2x1
-2 2
4x1 _ 2—-5x3
4 - 4
X1+X2+Xx3 = 5
3x2+5x3 = 8-2x;
4x, = 2-5x3
X1+ X2+ X3 = 5
2x1+3x2+5x3 = 8
4x1+5x3 = 2

O sistema j4 estd na forma candnica, assim podemos
escreve-lo na forma matricial.

X1 5
X2 | = 8
2

1 1 1
2 3 5
4 0 5] [x3
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A matriz completa do sistema sera A matriz completa do sistema sera

1 1 1 -1]-5
-2 1 3 1 | -2
3 -1 -1 -2|-6
-1 0 2 2 5

1 1 1|5
A|Bl=12 3 5|8
[ ‘ ] 4 o0 ol2 [A\B]:

Iniciando o método da condensacgdo ficamos com
Anula-se os elementos abaixo da diagonal principal.

1 1 1 5
0 1 3| -2| —IL,-21, [ S
0 -4 1]|-18] —I3-4L, 0 3 5 —-1|-12| «—Ly+2L,
0 -4 -4 1 9 — L3—-31;
Uma vez anulados os elementos da primeira coluna fora 0 1 3 1 0 —Li+1,

da diagonal, vamos anular o terceiro elemento da se-

gunda coluna Troca-se a segunda com a quarta linha.

1 1 1 -1| -5

(1) i ; 52 0 1 3 1 0| <Ly
- 0 -4 -4 1 9
0 0 13| -26| —L3+4L,

0 3 5 -1]|-12f <L,
Para simplificar os cédlculos podemos dividir a terceira li-

] : o Continua-se a anular os elementos abaixo da diagonal
nha por 13, assim teremos um pivot unitdrio para traba-

rincipal.
lhar. P P
1 1 1] 5 1 1 1 -1| -5
01 3|-2 01 3 1 0
0 0 1|-2] —%Is 00 8 5| 9| —L3+4l
Anulando os elementos da terceira coluna fora da diago- 0 0 -4 —4]-12] —L4-3L
nal. Divide-se a quarta linha por (—4).
1 1 0| 7 —Li—Ls .
0 1 0| 4| —Ly-3Ls L1 —17-5
0 0 1/|=2 01 3 1 0
Anul bé imeiro el d d 008 59
/ nula-se também o primeiro elemento da segunda co- 001 1|3] - % Ly
una.
1 0 0| 3] «<Li—-Ly Permuta-se a terceira com a quarta linha.
g (1) (1) _42 1 1 1 -1|-5
01 3 1 0
Como temos jd uma matriz identidade no lugar da matriz 00 1 1 3| <14
A dos coeficientes do sistema o processo estd finalizado. 0 0 8 5 9| <14

A solucdo do sistema é: . . .
Continua-se a anular os elementos abaixo da diagonal

X1 3 principal.
N _42 111 -1 -5
3 013 1[0
i ot o 0 01 1 3
0 0 0 -3|-15) «—L4—8L3
< Exemplo 36. Divide-se a quarta linha por (-3).
Pretende-se determinar a solucdo do sistema de quatro
equagdes com quatro incégnitas (4 x 4): (1) i Eli _11 _05
X+ y +Z—W = —5 O 0 1 1 3
2x+y+3z+w = -2 000 1 |5] —-1L4
Sx-y-z-2w = -6 Uma vez anulados os elementos abaixo da diagonal prin-
—X+2z+2w = 5

cipal, anulam-se também os elementos acima come-
Na forma matricial ficard ¢ando pela pentltima coluna.

1 1 1 -1 X -5 1 1 1 0|0 — L1+ 1Ly
-2 1 3 1 vl _|[-2 0 1 3 0|-5| —Ly—1L4
3 -1 -1 -2 z| |-6 0 0 1 0|-2| «—L3—1L4
-1 0 2 2 w 5 0 0 0 1|5
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1 10 0] 2] <L-IL4
01 0 0| 1| —ILy—3L4
001 0|-2
0 00 1|5
100 0|1 «Li-L
010 0|1
00 1 0|-2
000 1|5

A solucdo do sistema é: S ={(1,1,-2,5)}

% « o e 1)

18.
Determine a solugdo dos seguintes sistemas aplicando o
método da condensacao:

(@ {

(b)

2x+y -9
—-4x-8y = 12

|

|
—
o

2x-3y
5x-2y

|
e}

|
|
[\S]

2x+3y

© —-6x+5y

I
(o]

9x—y =

(@ -16x+2y = 10

|
<]

—2x+2y

© 4x+y

|
|
—_

{

{

{

{

o w0
{
{
{
{

&) —-4x+3y

Il
|
(&)

(h)

®

0)

k)

[ Exercicial 19.

Determine a solucdo dos seguintes sistemas aplicando o
método da condensacao:

3x+y—-2z = -3
(a) x+5y+4z = -1
2x+y+z = 2

S5x+y+z = 2
(b) 6x+4y-2z = 14
-7x+2y+5z = 1
4x+2y+2z = 4
(9] 6x+3y+z = 0
2x+3y-2z = -1
X+2y+z = 9
(d) 2x-2y+z = 2
-2x-3y+3z = 4
X+2y+z = 2
(e) —2x+y—-4z = 0
4x+10y—-3z = -9
xX+2y—-4z = -7
® —-2x+5z = 3
-x—-y+2z = 3
-Xx+y+2z = %
(8 y+2z =1
x+2y+3z = 0

5.3 Sistemas Impossiveis e Sistemas Possi-
veis Indeterminados

Até ao momento foram considerados apenas sistemas
de equacdes com o mesmo numero de equacgdes e de
incégnitas, em todos eles se obteve uma tinica solucao
para o sistema, mas como veremos nesta sec¢ao, existem
casos em que nao hd qualquer solugao e outros em que
existe uma infinidade delas. Por outro lado, as matrizes
dos coeficientes destes sistemas de equacdes eram
quadradas. No entanto interessa também considerar
sistemas em que o nimero de equacoes é diferente do
namero de incégnitas, sistemas esses cujas matrizes dos
coeficientes sdo retangulares.

Quando um sistema de equacdes tem pelo menos
uma solucdo diz-se que esse sistema é possivel ou
compativel, caso contrdrio se nao tiver qualquer solugao
serd impossivel ou incompativel. Os sistemas que sao
possiveis dividem-se em determinados e indeterminados
conforme tém uma tnica solucao ou uma infinidade de
solucdes, respetivamente.

determinados
possiveis
. N indeterminados
Sistemas de equagoes

impossiveis

Aplicando os conhecimentos adquiridos sobre matrizes
e o método da condensacdo, sabe-se que um sistema é
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possivel (determinado ou indeterminado) se a caracteris-
tica da matriz dos coeficientes (r(4)) e a caracteristica da
matriz completa ({4 p)) forem iguais, isto € rj4 = rjap].
Caso contrario, se a caracteristica da matriz dos coefici-
entes e a caracteristica da matriz completa do sistema
forem diferentes, o sistema é impossivel, sendo o caso de
T4 Z TIAIB] -

Resumindo, num sistema de equacdes lineares ge-
ral, em que m é o nimero de equagdes, n é o niimero
de incoégnitas, r{4) € a caracteristica da matriz dos coefi-
cientes e rj4p) € a caracteristica da matriz completa do
sistema, podem ocorrer trés situacoes no que diz respeito
a solucao do sistema:

() Sistema possivel determinado. S3o os sistemas
que tém uma UGnica solucdo. Estes sistemas ocor-
rem se 4] = rjag) = 1 e resolvem-se utilizando, por
exemplo, o Método da Condensa¢dao Completa, ex-
posto na secgdo[5.2]da pagina[22]

Sistema possivel indeterminado. Sdo sistemas que
tém infinitas solucdes. Estes sistemas ocorrem se
r14] = 1'14B) < n. O método para resolver este tipo de
sistemas serd exposto seguidamente com alguma
detalhe e apresenta-se um caso resolvido no Exem-

plo

Sistema impossivel. Sdo sistemas que nao tém ne-
nhuma solugdo, o que acontece se rj) # rap- £ 0
caso do sistema do Exemplo[37]

1

(I1D

Para resolver um sistemas possivel indeterminado (sis-
tema do tipo II) na forma matricial, primeiro condensa-
se a matriz completa do sistema em escada de linhas, o
que nesta fase ja deve ter sido feito para determinar r4).
Depois reordenam-se as colunas da matriz (a parte da co-
luna da direita), de forma a aparecer uma submatriz tri-
angular superior com a maior ordem possivel chegada ao
lado esquerdo da matriz, efetuando-se as respetivas per-
mutacodes na ordem das incégnitas do sistema.

A submatriz triangular superior obtida terd ordem k =
(4], portanto a matriz completa do sistema teré k pivots
nas suas k primeiras colunas. Assim conclui-se que o sis-
tema tem k incégnitas principais que correspondem as
colunas que contém pivots e n — k incégnitas néo princi-
pais (também designadas por incégnitas livres) que cor-
respondem as colunas que ndo contém pivots. O nimero
de incégnitas livres (n — k) também se designa por grau
de indeterminacao do sistema.

Seguidamente anulam-se todas as entradas acima da
diagonal da submatriz triangular superior a esquerda da
matriz completa do sistema, efetuando operagoes ele-
mentares como na Método da Condensacao Completa da
secgdo 5.2 da pagina22] Feito isto, obtém-se uma sub-
matriz diagonal de ordem k do lado esquerdo da matriz
completa. Neste ponto dividem-se as linhas da matriz pe-
los pivots de cada linha de forma a aparecer uma matriz

identidade de ordem k. Por fim passam-se as n — k colu-
nas que nao contém pivot para o lado direito do sistema
mudando o sinal dos respetivos elementos, isto é, estas
colunas movem-se para o lado direito da linha vertical no
meio da matriz completa.

Assim obtém-se uma matriz identidade do lado es-
querdo da matriz completa. As colunas que estdo no lado
direito da linha vertical correspondem a solucao do sis-
tema, destas, as n — k primeiras colunas correspondem
as respetivas incégnitas livres, em relagdo as quais as in-
cognitas principais se exprimem, e a coluna mais a direita
corresponde aos termos independentes da solucdo. No
Exemplo[38|lusaremos este processo para determinar a so-
lucdo do sistema.

<> Exemplo 37.
Sistema impossivel.
Determine o conjunto solucdo do sistema de equacdes:

x+2y-3z = 2
6x+3y—-9z = 6
7x+14y-21z = 13

A representacao matricial deste sistema é

1 2 -3][x 2
6 3 -9||yl=]6
7 14 -21] |z 13

e a sua matriz aumentada serd

1 2 -3 2
6 3 -9 |6
7 14 -21 |13

Condensando esta matriz

1 2 -3]2
6 3 -9 |6| —L,-6L,
7 14 -21|13] —IL3-71,
1 2 -3|2

0 -9 9 |-6| —L,-6L
0 0 0 |-1] —L3-7L

A caracteristica da matriz aumentada é trés e a caracte-
ristica da matriz dos coeficientes (s6 a parte a esquerda
do traco vertical) é dois, portanto diferentes, isto implica
que o sistema ndo tenha solucdo ou seja é impossivel
(rra) = 2 # ri48) = 3). Logo o conjunto solugdo serd uma
conjunto vazio: S =&

Ao « o e 1)

< Exemplo 38.
Sistema possivel indeterminado.
Pretende-se calcular a solucéo do seguinte sistema:

xX+2y+2z+8w+11t = 17
2x+4y+6z+26w+26t = 38
xX+y-2w+3t = 7
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O sistema estd na forma candnica, entdo podemos
escrevé-lo na forma matricial.

X
1 2 2 8 11|y 17
2 4 6 26 26| |z|=]38
11 0 -2 3 w 7
t

A matriz aumentada do sistema sera

1 2 2 8 11|17
2 4 6 26 26|38
1 1 0 -2 3|7

por condensacao transforma-se esta matriz numa matriz
em escada de linhas

1 2 2 8 11] 17
0 0 2 10 4| 4| <I,-2I,
0 -1 -2 -10 -8|-10] —I3-1;

1 2 2 8 11 | 17
0 -1 -2 -10 -8 -10
0 0 2 10 4 4

— L3
— Ly

A matriz ja estd em escada de linhas. Neste ponto te-
mos trés pivots que correspondem as incégnitas princi-
pais x, y e z nas trés primeiras colunas, e temos duas co-
lunas sem pivot que correspondem as incégnitas livres w
e t. Logo este sistema sera possivel duplamente indeter-
minado, isto é, tem dois graus de indeterminacdo. Para

A solucao do sistema sera:

x = 2w+t+1
y = -4t+6 Yw,teR
z = -bw-2t-2

ou de outra forma:

(x,,2)=Qw+t+1,-4t+6,-5w-2t-2) Vw,teR
ou ainda na forma matricial:
X 2 1 1 w
X=]yl=]0 -4 6 t Yw,teR
z -5 -2 =2 1

Estas sdo algumas das formas de representar as infinitas
solucdes que o sistema tem. Se pretendermos uma solu-
¢ao em particular podemos atribuir valores arbitrarios as
incégnitas livres w e t, por exemplo se w =1e t = 2, tere-
mos a solugdo particular (x, y,z, w, t) = (5,-2,-11,1,2)

oo « o . %)

<> Exemplo 39.
Determinar a solucdo do seguinte sistema:
xX—-y+z+2w = 1
-x+y-w = 0
—2x+2y-z—-4w = 0
z+w = 1

Escrevendo o sistema na forma matricial.

. ~ 1 -1 1 2 X 1
determinar a solu¢do vamos passar essas colunas para o
. -1 1 o -1]|y| Jo
segundo membro mudando o sinas das entradas. =
-2 2 -1 -4 z 0
1 2 2|-8 -11 17 o 0o 1 1llwl [1
0 -1 -2110 8 -10 A matriz aumentada do sistema sera
0 O 2 | -10 -4 4
1 -1 1 2 |1
Uma vez que jd temos uma submatriz triangular su- -1 1 0 -1]0
perior na parte esquerda da matriz aumentada, vamos -2 2 -1 -410
transforma-la numa matriz diagonal, anulando os ele- 0 0 1 1|1
mentos acima da diagonal desta submatriz. .
Condensando a matriz
1 2 0 2 -7 13| < Lj-1L3 [1 -1 1 21
0 -1 0 0 4 -6 —Ly+1Lsg 0 0 1 1|1| «<Ly+1L;
0O 0 2|-10 -4 4 0 0 1 02| «—L3+2L,
0 0 1 111
1 0 O 2 1 1 —Li+2L,
0 -1 0|l 0 4 -6 1 -11 21
0 0 2|-10 -4 4 00 1 1711
0 0 0 -1|1| «<L3—1Ly
Divide-se esta matriz pelos elementos da diagonal de 0 0 0 0 |0] —Ls—L»

forma a que apareca uma matriz identidade na submatriz
esquerda da matriz completa.

1 002 1 1
01 0[{0 -4 6| —-L
0 0 1|-5 -2 -2 <14

A matriz ja estd em escada de linhas, mas a tltima linha é
nula. Iremos descartar esta linha.

1 -1 1 2|1
0 0 1 1|1
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De forma a aparecer uma submatriz triangular superior a
esquerda vamos reordenar as colunas, tendo em conside-
racdo a nova ordem das incégnitas.

11 1)1 o
01 1 0 5)
00 -1 0

y

Finalmente temos uma submatriz triangular superior
com caracteristica igual a trés. Entao teremos trés incog-
nitas principais x,z e w, e uma incégnita livre y, logo
o sistema serd possivel indeterminado apenas com um
grau de indeterminacdo. Entdo vamos passar a coluna da
incégnita livre para o segundo membro do sistema.

11 21
01 1|0
0 0 -1|0

1

1

Condensando a parte superior da submatriz a esquerda

1 1 0|1 3] «<Li+2L3
0 1 0 0 2| «—Ly+1L3

00 -1/0 1

1 0 0|1 1] «<Li-Lp
01 0|0 2

0 0 -1(0 1

Multiplicamos a terceira linha por (-1),

1 0 011 1
01 0j]0 2
0 0 1|0 -1] —(-1Ls

Uma vez que na parte esquerda ja temos umas matriz
identidade, entdo a parte direita corresponde a solucao
do sistema.

1 1
x=|0 2 m
0 -1
ousejaS={(y+1,2,-1)VyeR}
oo « o o )

6 Matriz Inversa e Matriz Transposta

Define-se matriz transposta duma matriz A, e
representa-se por A’, uma matriz cujas colunas sio
as linhas de A ordenadas da mesma forma, consequente-
mente as suas linhas sdo as colunas de A.
T T

A" =laij]” = [aji] (18)
Como é evidente a dimensao de uma matriz quadrada
ndo é alterada pela operacdo de transposicao, mas para

uma matriz retangular A de dimensdo m x n a sua trans-
posta AT tera dimensdo n x m.

Na transposi¢do duma matriz quadrada os seu seus
elementos principais (elementos da diagonal principal)
ficam fixos e os restantes sdo rodados de 180° em torno
da diagonal principal. Note-se que uma matriz cuja trans-
posta é igual a ela propria € uma matriz simétrica.

A transposicdo de matrizes goza das seguintes proprie-
dades:

i) (A+BT=AT+BT
i) AHT=4
(iii) (AB)T =BT AT

< Exemplo 40.
Determine as matrizes transpostas das seguintes matri-
zes:

-1 0 6 0 1 1
M=|5 7 2 N=|[-2 pP=10
12 3 4 5 -4 4

As matrizes transpostas das matrizes dadas sao:

M'=|o 7 3| nT=|0 T2 ° P'=[1 o
5 2 1 2 -4
(o) o« o o N

Define-se matriz inversa de uma matriz A, a matriz B
tal que AB = BA =1 em que I é uma matriz identidade.
Quando esses matriz B existe é costume designar-se por
A~! e aigualdade anterior toma a forma

AAT = A7lA=T

Ao contrario do que acontece com 0s nimeros reais, nem
todas as matrizes tém inversa. Repare-se no seguinte:
para se multiplicar A por A=, Atem de ter tantas colunas
como linhas tem A~!, e para fazer o produto pela ordem
contraria A~! tem de ter tantas colunas como linhas tem
A, do que resulta que apenas as matrizes quadradas po-
dem terinversaea A~! terd a mesma dimensio do que A.
Como se verd pelo método que se ird utilizar para deter-
minar a inversa de uma matriz, apenas sao invertiveis as
matrizes ndo-singulares. A inversio de matrizes goza das
seguintes propriedades:

M A H1l=4

(i) (AB)"'=B"147!
(iii) (AF)"1=(Aa"hHk
(iv) ADH =@t

Quando para determinada matriz M, a sua inversa coin-
cide com a sua transposta (M~' = M7T), essa matriz
designa-se por matriz ortogonal. Pode provar-se que
uma matriz é ortogonal se 0s vetores que constituem as
suas colunas (e as suas linhas) sao ortonormados, isto €,
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sdo ortogonais entre si e tém norma unitdria. Sao exem-
plos de matrizes ortogonais as chamadas matrizes de ro-
tacdo.

cosf —sinf L 0 0
~ |sin®  cos6 Ry=10 cos¢ —sing
0 sin¢g cos¢

A matriz R representa a rota¢dao de um vetor no plano bi-
dimensional de um angulo 6. E a matriz R, representa
uma rotacdo de um vetor no espaco tridimensional em
torno de eixo dos xx, de um angulo ¢.

6.1 Cadlculo da Matriz Inversa pelo Método da
Condensacao

Até ao momento discutiu-se em que condicoes existe a
inversa de uma matriz, no entanto nada se disse sobre o
processo de célculo de matrizes inversas.

O processo de célculo duma matriz inversa consiste
em construir uma matriz aumentada, tal que no lado es-
querdo desta estd a matriz que se pretende inverter e no
lado direito escreve-se a matriz identidade da mesma or-
dem. Seguidamente aplica-se a esta matriz aumentada
o método da condensagdo completa descrito na seccio
da pégina 22} até se obter no lado esquerdo da ma-
triz aumentada uma matriz identidade. Quando tal acon-
tecer, a matriz que se encontra no lado direito da matriz
aumentada a qual se aplicou o processo de condensacao
completa é a inversa da matriz original. Nos exemplos se-
guintes apresentam-se alguns casos onde se utiliza este
método.

<> Exemplo 41.
Pretende-se calcular a inversa da seguinte matriz:

-1 0
M=(1 1
0 2

w o

Como foi descrito acima para calcular a inversa de uma
matriz comeca-se por construir uma matriz aumentada,
tal que na parte na parte esquerda figura a matriz da qual
se pretende determinar a inversa e na parte direita uma
matriz identidade da mesma ordem que a matriz a es-
querda.

-1 0 2|1 0 O

1 1 0,0 1 O

0 2 3|0 0 1
Construida essa matriz aumentada, vamos aplicar-lhe o
método da condensagdo completa (método de Gauss-
Jordan). Comecando por tornar a submatriz esquerda
numa matriz triangular superior.

-1 0 2|1 0 O
0 1 2|1 1 0| «—L+1L,
0 2 3|0 0 1

-1 0 2|1 0 O
o 1 2|1 1 O

0 0 -1|-2 -2 1] «<L3-2L,

Anulam-se também as entradas acima da diagonal prin-
cipal de maneira a ter uma submatriz diagonal no lado
esquerdo da matriz aumentada.

-1 0 0 |-3 -4 2] «<Li+2L3
0 1 0 |-3 -3 2| «<L+2L3
0 0 -1|-2 -2 1

Multiplica-se cada linha pelo inverso do respetivo ele-
mento da diagonal principal da submatriz esquerda.

1 0 0] 3 4 2] < (DL
01 0|-3 -3 2
0 0 1] 2 2 -1 < (-1L3

Como jé figura uma submatriz identidade na parte es-
querda desta matriz, entdo a submatriz da parte direita
é a inversa da matriz inicial.

3 4 -2

M1'=|-3 -3 2
2 2 -1

o o o o )

<> Exemplo 42.
Determinar a inversa da matriz N:
2 -1
N= 4 5 ]

Constroéi-se a matriz aumentada
2 -1|1 0
4 5 |0 1

Entdo Inicia-se o método da condensacio

2 -111 0
0 7 |-21

—Ly—2I1,

Anulam-se também as entradas acima da diagonal prin-
cipal de maneira a ter uma submatriz diagonal no lado
esquerdo desta matriz aumentada.

—Li+1L,

5
0 71-2 1

Multiplica-se cada linha pelo inverso do respetivo ele-
mento da diagonal principal da submatriz esquerda

1 0 1%5 L <—%L1
1
0 1 -7 Z ‘—7L2

Como ja figura uma submatriz identidade na parte es-
querda desta matriz, entdo a submatriz da parte direita
é a inversa da matriz inicial.

N1l= [_1%%

\"'_‘El'_'
[
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<> Exemplo 43.
Pretende-se calcular a inversa da matriz:
-1 -2 0
P=1]10 3 2
2 1 -4

Constroéi-se a matriz aumentada

-1 -2 0|1 0 O
0 3 210 1 0
2 1 -4/0 0 1

Aplica-se o método da condensagdo completa.

-1 -2 0|1 0 O
0 3 210 1 0
0 -3 —4(2 0 1] <L3+2L
-1 -2 0|1 0 O
0 3 210 1 0
0 0 =212 1 1| «<Lz3+Lp

Anulam-se também as entradas acima da diagonal prin-
cipal de maneira a ter uma submatriz diagonal no lado
esquerdo desta matriz aumentada.

-1 =2 0|1 00
0 3 0 2 21 —Ly+ L3
0 0 -2|2 11
-1 0 0% 3 3] —Li+3L
0 3 02 2 1
0 0 -2(2 1 1

Multiplica-se cada linha pelo inverso do respetivo ele-
mento da diagonal principal da submatriz esquerda.

1 0 0]-2 -3 23] —(-DL,
2 2 1 1

0 1 0Fs5 5 3| sk

00 1|-1 -3 -1] —-115

Como j4 figura uma submatriz identidade na parte es-
querda desta matriz, entdo a submatriz da parte direita
é a inversa da matriz inicial.

_7r _4 2
1 I
- 3 3
-1 L1 _1
2 2
oo o o o )

<> Exemplo 44.
Pretende-se calcular a inversa da seguinte matriz:
1 1.0 O
01 2 -1
A= 0 01 2
1 1 0 -1

Comecando por escrever a matriz aumentada, tal que na
parte na parte direita apareca uma matriz identidade de
quarta ordem.

110 0|1 0 0 O
01 2 -1/01 0 O
001 2|0 010
110 -1{0 0 0 1

Construida a matriz aumentada, vamos aplicar-lhe o mé-
todo de Gauss-Jordan.

110 0|1 000
01 2 -1/0 10 0
001 2|0 01 0
000 -1|-10 0 1] —Li—-L;

Anulam-se também as entradas acima da diagonal prin-
cipal de maneira a ter uma submatriz diagonal no lado
esquerdo da matriz.

1 1 0 0 1 0 0 O
01 2 0 1 1 0 -1
001 0/|-2 01 - ﬁz ;é‘i
000 -1/-1 00 §Te
[1 1 0 O 1 0 0 0
01 0 0|5 1 -2 -5 —L,-2I4
0O 01 0/|-2 0 1 2
10 0 0 -1|-1 0 O 1
[1 0 0 O (-4 -1 2 5 —Li1—-Ly
01 0 O 5 1 -2 =5
0 01 0/|-2 0 1 2
0 00 -1|-1 0 0 1
Multiplicando a quarta linha por (-1).
1 00 0|-4 -1 2 5
01 0 0|5 1 -2 -5
0 01 0|-2 0 1 2
0 0 0 1 1 0 0 -1 «L1-Ly

Como jé figura uma submatriz identidade na parte es-
querda desta matriz, entdo a submatriz da parte direita
é a inversa da matriz inicial.

-4 -1 2 5
- 5 1 -2 -5
1
A= -2 0 1 2
1 0 0 -1
) « o e 1)

6.2 Resolucdo se Sistemas de Equacoes pelo
Método da Explicitacao

Uma vez que estd estabelecido em que casos existe a in-
versa duma matriz e também um processo pratico para o
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seu célculo, iremos ver como se pode resolver um sistema -2 1 1|1 00
de equacdes lineares, recorrendo a matriz inversa da ma- 0 1 412 10
triz dos coeficientes do sistema. 0 0 -1|-1 1 1] —L3+L
Seja o seguinte sistema de equagdes lineares A matriz ja é triangular superior, portanto vamos anular
(4] [x] = [B] também os elementos acima da diagonal principal.
. . . 21 0|0 1 1] <L +Ls
em que [A] é a matriz dos coeficientes, [X] é matriz das 0 1 0 |-2 5 4| —IL,+4I4
incognitas e [B] é a matriz dos termos independentes do 0 0 -1!-1 1 1
sistema. Supondo que [A] é invertivel, vamos multipli-
car a esquerda, ambos os membros da igualdade anterior 2 0 0|2 -4 -3] <L1-L,
pela matriz inversa de [A]. 0 1 0|-2 5 a4

. . 0 0 -1|-1 1 1
(Al [A][X] =[A] " [B] g . .
Agora divide-se as linhas pelos elementos da diagonal

Como por defini¢do de matriz inversa [A]_1 [A] =[], e principal.
sendo [I][X] = [X], porque [I] é a matriz identidade. 1 0 0|-1 2 =317 —-1p,
Conclui-se que: 01 0l-2 5 42 2
-1
[x]=[A] "[B] (19 00 1|1 -1 -1 —Is

Entdo para determinar a solu¢do de um sistema de

e 4 ] .~ Logo a inversa da matriz A sera:
equacoes lineares, basta determinar a inversa da matriz

dos coeficientes do sistema, multiplicando-a de seguida -1 2 _%
pela matriz coluna dos termos independentes. [A] o122 5 4
1 -1 -1

Resta notar, que como se sup0s que existe a matriz in-
versa de [A], apenas podemos aplicar este método se [A] Umavez calculada ainversa da matriz A, para determinar
é quadrada e nao-singular, isto é, tem caracteristica igual @ soluc@o do sistema basta multiplicar essa matriz pelo
a ordem. Tal facto limita este método a sistemas de equa- vetor coluna dos termos independentes.
¢oes possiveis e determinados.

X -1 2 -31[-5 1
<> Exemplo 45. [X]=[4] '[B]=]-2 5 4|[-8|=]|2
Pretende-se resolver pelo método da explicitacdo o sis- 1 -1 -1 8 -5
tema do exemplo[30/da pagina|20

P Pas A solucdo do sistema seré: S = {(1,2,-5)}
-2x+y+z = -5
[ o« o o 1)
4x-y+2z = -8
—6x+2y-2z = 8

<> Exemplo 46.
Pretende-se determinar a solucdo do seguintes sistema
pelo método da explicitacao.

Escrevendo o sistema na forma [A] [X] = [B].

-2 1 1][x] [-5
4 -1 21 yl=|-8 2x+3y = 4
-6 2 -2]|z 8 4x+5y = =2

Vamos determinar a inversa da matriz A. Comecando por

Escreve-se a equagdo matricial na forma [A] [X] = [B].
construir a matriz aumentada colocando a matriz identi-

dade a direita da matriz A. 2 3 4
2 1 1]1 0 0 4 oyl =2
4 -1 2|0 10 Calcula-se a inversa da matriz dos coeficientes do sis-
-6 2 -2]0 0 1 tema. Escreve-se a matriz aumentada e condensa-se até

_ . . ficar uma matriz identidade na parte esquerda dessa ma-
Por condensac¢do anulam-se os elementos abaixo da dia-

. triz.
gonal principal. 2 3|1 0
[4 5/0 1]
-2 1 1 1 0 0
0 1 4 | 2 1 0 «Ly+2L, 2 3 1 0
0 -1 -5[-3 0 1] <IL3-3L; 0 -1|-2 1| —IL,-2I,
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-2 1

Entao para determinar a solu¢ao multiplica-se a inversa
de A pelo vetor coluna dos termos independentes do sis-

| -

A solucdo do sistema serd: S = {(—13,10)}

x)= (a1 ()= [

(%) (]
S Exerciciol20.
Das seguintes matrizes, inverta as que forem invertiveis.
1 1 -1
Azlé _55] B:[_Z2 ﬂ C=[2 0 1
-1 2 3
1 1 1 1 2 1 0 2
D=0 1 1|; E= -1 1f; F=(1 2 3
0 01 1 3 1 3 1
R I .
G=|0 1 O0]; H=
1 2 -1 0o -1 2 -4
0 3 6 1
1 -1 0 0 0 0 1 2
1 0 0 -1 -1 -1 0
k= -1 0 1 -1’ L 2 2 0 1
2 0o -1 -1 -2 1 0 1
1 0 0 2 -1 0 0 0
501 0 o -1 1 -1 0 0
M= ;N=0 -1 2 -1 0
-2 =2 1 0
2 o _2 1 0 o -1 1 -1
0o o0 o0 -1 2

S Exerciciol21.

Resolva os sistemas de equagdes dos exercicios |18| e
pelo método da explicitagdo, ou seja, através do cédlculo
da inversa da matriz dos coeficientes do sistema.

Solucoes dos Exercicios

[[ (a) A matriz M tem duas linhas; (b) A matriz M tem
seis colunas; (c) M é de dimensio 2 x 6; (d) m;, = —10,
mp=1, mu=x+y, mpa=% e my=x

(a) Todas as matrizes; (b) As matrizes B,D, F; (c) As
Matrizes A, B, D, E, F; (d) As matrizes B,C, D, F; (e) As ma-
trizes B, D; (f) A matriz D.

(a) As matrizes Q,R,S,U,W e X; (b) Vetor linha; (c)
Matriz triangular superior; (d) Matriz identidade de ter-
ceira ordem; (e) Matriz diagonal; (f) Vetor coluna; (g)
As matrizes R, S, T,U e X; (h) As matrizes R,S,U e X; (i)

(4 x 3); () Nenhuma; (k) iz =1, 33 =-3, pi3=0,
10, Va1 =1, wi=V5  x33=7 u3=0 e
1 -2 5
s2=LOH=|-2 0 V3
5 V3 6

M @d=2g=-4eh=2;(b)d=0,g=0eh=0

B @d=2g=-4eh=2(b)d=0,g=0eh=0; (c)
d=0,g=0eh=0; (d) Porexemplo,d=1,g=2e h=3;
(e)d=0,g=0e h=0; (f) Por exemplo, f=0,h=8ei=
0; (g) Por exemplo, f =2,h =0e i =0; (h) Por exemplo,
f=0,h=0ei=5() f=0h=0ei=1.

-1 2
3 2 -5
10 1 9 0
(a) _3 1+\/§];(b) —52 —01 g ;(© 3 1|’
5 5
(d) Nao se podem adicionar as matrizes porque estas nao
3 6 3
tém a mesma dimensao; (e) [—1 7 —%] ;
-5 0o 2l
5
3 15 6 oo
— 3
() 2 2 ‘71 _; ;@ -2 5 ﬁ;(h)P
11 8 2 7 > L5
(a) Z _31 ; (b) 3 105 ; (©) [_119 _39 ; (d) Nao

se podem operacionar as matrizes porque estas nao tém
;1 8

amesma dimensdo; (e) [0 1 3 |;
0 -4 -

1 1 5 -3 1
®]o -3 2)@|-2 -1 -3[;
-3 -1 -2 0o -4 37

-3 1 7 -3 0 -17
h|[-1 4 1% s -5 -1 -7];
3 -7 % 3 -3 8
0 -1 10 19 L
M3 10 3[|;m i 7 5
) ' R S

6 -2 0 i "1 2

Vitor Caetano
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3 9 12 2 =-2v2 z 1
|1 12 e (m) 3V3  1+4v3 343v3[;
_ _ 5 1
0 -1 2 -4 NI B SN
o 12 1 —+16\/_ Y+4v2  4+8V2
(n) —20\/" -1-5v2  -10v2 |;
4 1 -1 0 0 -3 2+20v2 -1+5V2 ——+10\/—
@ |9 2 70 b) 9 -1 51 2046y-7]. o [-26). 38
3 -1 4 2 1 1 4y+12 Philog 4 —58 —52]’
2 4 -6 10 -1 -3 28 -28 -1 -9 -7
© (10 0 4 @ |35 4 27(; ) 21 (s) 8 -8|; W|-10 2 1];
2 -2 2 11 12 4 4 4 3 11
6 16 O 9 12 15
. 1
(e |41 -4 32|; (O |71 -28 49 W 2 w7 7]
6 -7 3 -7 -4 -17 39 2
1 71 -1
5 6 7 8 13 14 15 16 12 [ s 1 ]
1 2 3 4 9 10 11 12 | -
10 @1y 5o 11 12 ®ls 6 7 3 1 (28 1
13 14 15 16 1 2 3 4 13 [17 3]
N I S I TR T
. ) 14 V:[3 2 131] Bz[ 37 31]
© 118 20 22 24| @ 19 10 1 12 [ 2 3 3 0 3 -3
13 14 15 16 0o 0 0 o ] 5 5 5§
9 10 11 12 00 0 0 15/ (@Y = [12 11 23]; (b) X@x3) = 0, matriz nula;
9 10 11 12 00 0 O _
. . 4 0 -1
© 1o 0 0 of © 6 8 10 12| Z=[_2 ) 1]
0 0 0 O 00 0 O
1 2 3 4] 2 1 3 4 Deve-se escrever uma matriz para cada tabela
2 4 6 8 6 5 7 8 e multiplicar a matriz da primeira tabela pela ma-
® 36 9 12|’ (h) 100 9 11 12|’ triz da segunda, o resultado dessa multiplicacdo sera:
4 8 12 16) 14 13 15 16 65 1575 1275 165
Colum oo | oum R e
@ 0 01 0 M: 0 0 0 O M: ’ ’ ’ ’
0 1 0 of " 1 0 0 0] As matrizes A,C, D, F e ] sao quadradas e tém todas
0 0 0 1} 0 0 0 O caracteristica igual a ordem, este tipo de matrizes tém li-
0 0 0 1 0 01 O 1 01 0 nhas linearmente independentes e obviamente as colu-
M 0 1 0 0], M 0 0 1 0], M 0 1 1 0| nastambém.
0 0 1 o} 0 01 of 0 01 0 As matrizes B, E e I, sdo quadradas e todas tém a caracte-
1 0 0 0 0 01 O 0 01 1 ristica uma unidade abaixo da respetiva ordem, por isso
01 0 O o 1 0 0 as suas linhas sao linearmente dependentes e obviamente
1 0 0 0 1 0 0 O as suas colunas também.
0 0 1 0 M 0 0 1 0 A matriz G tem r = 3, as suas linhas sdo linearmente inde-
0 0 0 1 0 0 0 1 pendentes mas as suas colunas sio linearmente depen-
dentes.
_ A matriz H tem r = 2, as suas linhas sao linearmente de-
2 14 20 26 7 . :
@ | L, ® |, 50 © |5} pendentes e as suas colunas sdo linearmente indepen-
e 3 1 -3 9 dentes.
(d) 3x+533/ ; e |1 -1 -1} ® [-10}; (@) (=5,1); (b) (4,6); (c) (=1,0); (d) (1,13); (e) (-1,3);
4 1 8 8 (f) (3,-1); (8 (10,15); (h) (-3,-3); () (=2,0); () (12,-2);
" lét . —x+2y3+3z 0 0 3 g —06 ) (%,%);
g) | -6¢]; -y-3z ; WL G ; ) ) ) ]
3 3 11 —9,4,9); y—& 1) g —5,4,75);
[ ] Z+Li/\{§ 22 ] 1 ? : 1 1
& [10 3 -4]; ) -5v2 -1 -2 |; I O [ i o [- -1
20 A = S F B = 6 3.
3 11 2 ; Ik
—3+5v2 1 -4 5 15 3 03
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2 5
-1 _ 1
cl= Ll7 -2
-4 3
-1 _ 1
E = 3
existe; G1 =
existe; k!
1 1 3
-4 -4 3
-1_ 1
L= 513 -12 -6
6 6 3
1 0 -1
0 0o -2
-1_1
N7=315 4 -2
-1 -2 -1

-1 1
3|; D! =
2 0
2 4
0 3],
-1 -5
b2
0o 1 o0|;
1 _1
2 2
2 2
B 12 2
- 13 3
1 1
-5 1
50 ., |2
oM 6
0 18
R |
—4-2
0 0
0 1

Igual aos exercicios[18e[19]

N - O O

nao

nao

Vitor Caetano
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